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ëàëíÖå 

 

àÒÒÎÂ‰ÛÂÚÒfl ‚ÎËflÌËÂ Ï‡ÎÓ„Ó ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó Ë ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ÚÂÌËfl Ì‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë-
‚ÓÒÚ¸ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÌÂÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ. èÓÒÚÓÂÌ‡ ÚÂÓËfl, Í‡˜Â-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ Ë ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÓÔËÒ˚‚‡˛˘‡fl “Ô‡‡‰ÓÍÒ ‰ÂÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË” ‚ ˝ÚËı
ÒËÒÚÂÏ‡ı, Ó‰ÌÓ ËÁ ÔÓfl‚ÎÂÌËÈ ÍÓÚÓÓ„Ó – ÒÍ‡˜ÍÓÓ·‡ÁÌÓÂ Ô‡‰ÂÌËÂ ÍËÚË˜Â-
ÒÍËı Ì‡„ÛÁÍË Ë ˜‡ÒÚÓÚ˚ ÔË Û˜ÂÚÂ Ï‡Î˚ı ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÎ. ùÚ‡ ÚÂÓËfl
ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ‡Ì‡ÎËÁÂ ·ËÙÛÍ‡ˆËÈ Í‡ÚÌ˚ı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ (ëá)
ÌÂÒ‡ÏÓÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚, Á‡‚ËÒfl˘Ëı ÓÚ Ô‡‡-
ÏÂÚÓ‚. èÓÎÛ˜ÂÌ˚ fl‚Ì˚Â ÙÓÏÛÎ˚, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÂ ‡ÒÔ‡‰ Í‡ÚÌ˚ı ëá Ò ˆÂ-
ÔÓ˜Í‡ÏË äÂÎ‰˚¯‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ ‰Îfl ÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı
ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚, ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË Á‡‚ËÒfl˘Ëı ÓÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡-
‡ÏÂÚ‡ Ë fl‚Îfl˛˘ËıÒfl „Î‡‰ÍËÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ‚ÂÍÚÓ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı Ô‡‡-
ÏÂÚÓ‚. èÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ “Ô‡‡‰ÓÍÒ ‰ÂÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË” Ò‚flÁ‡Ì Ò ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÂÏ
Ï‡Î˚Ï ÚÂÌËÂÏ ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓ„Ó ëá ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò ˆÂÔÓ˜ÍÓÈ äÂÎ-
‰˚¯‡ ‰ÎËÌ˚ 2, ÓÚ‚Â˜‡˛˘Â„Ó Á‡ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË Ì‡ „‡ÌËˆÂ Ó·Î‡-
ÒÚË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË. Ç˚‚Â‰ÂÌ˚ ÙÓÏÛÎ˚, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ëá ÌÂ-
ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÔË ËÁÏÂÌÂÌËË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ì‡„ÛÁÍË Ë ‰ËÒÒËÔ‡-
ˆËË. ç‡È‰ÂÌ˚ fl‚Ì˚Â ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ÒÍ‡˜ÍÓ‚ ÍËÚË˜ÂÒÍËı Ì‡„ÛÁÍË Ë
˜‡ÒÚÓÚ˚ ÔÓÚÂË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË. Ç ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÏ ‚Ë‰Â ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‡ÔÔÓÍÒË-
Ï‡ˆËË Ó·Î‡ÒÚË ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ô‡‡ÏÂÚÓ‚
ÒËÒÚÂÏ˚. Ç˚fl‚ÎÂÌ 

 

˝ÙÙÂÍÚ ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË

 

 ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ˆËÍÛÎflˆËÓÌ-
ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ï‡Î˚ÏË ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ÏË ÒËÎ‡ÏË, ÒÓÒÚÓfl˘ËÈ ‚ Û‚ÂÎË˜ÂÌËË
ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡„ÛÁÍË, Ë ‚˚‚Â‰ÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÏÂı‡-
ÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔËÏÂ‡ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ‚flÁÍÓÛÔÛ„Ó„Ó ÒÚÂÊÌfl Ò Ï‡-
Î˚Ï ‚ÌÂ¯ÌËÏ Ë ‚ÌÛÚÂÌÌËÏ ÚÂÌËÂÏ; ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚Û˛˘Ëı ‡·ÓÚ
ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ „‡ÌËˆ‡ Ó·Î‡ÒÚË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ËÏÂÂÚ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸ “ÁÓÌÚËÍ
ìËÚÌË”. Ç ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÏ ‚Ë‰Â ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡„ÛÁ-
ÍË ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó Ë ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ÚÂÌËfl, ‰‡˛˘‡fl fl‚ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂ-
ÌËÂ ‰Îfl ÒÍ‡˜Í‡ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡„ÛÁÍË. ç‡ ÓÒÌÓ‚Â ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÒÓÓÚÌÓ¯Â-
ÌËÈ ÔÓÒÚÓÂÌ˚ Ó·Î‡ÒÚË ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË Ë ‰ÂÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ô‡-
‡ÏÂÚÓ‚ Á‡‰‡˜Ë. èÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÓÏÛÎ˚ ıÓÓ¯Ó
ÒÓ„Î‡ÒÛ˛ÚÒfl Ò ˜ËÒÎÂÌÌ˚ÏË ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ÏË ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚Û˛˘Ëı ‡·ÓÚ. 

 

1. Ç‚Â‰ÂÌËÂ.

 

 ñË„ÎÂ [1], ËÒÒÎÂ‰Ûfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ‰‚ÛÁ‚ÂÌÌÓ„Ó Ï‡flÚÌËÍ‡, Ì‡„ÛÊÂÌÌÓ-
„Ó ÒÎÂ‰fl˘ÂÈ ÒËÎÓÈ, ÔË¯ÂÎ Í ÌÂÓÊË‰‡ÌÌÓÏÛ ‚˚‚Ó‰Û, ˜ÚÓ ÍËÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÎ‡ ÔÓÚÂË ÛÒ-
ÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÌÂÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò ËÒ˜ÂÁ‡˛˘Â Ï‡ÎÓÈ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËÂÈ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ
ÌËÊÂ, ˜ÂÏ ‚ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËfl ‚ ÒËÒÚÂÏÂ Ò Ò‡ÏÓ„Ó Ì‡˜‡Î‡ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ÓÚÒÛÚ-
ÒÚ‚Û˛˘ÂÈ. ùÚÓ fl‚ÎÂÌËÂ, ÔÓÎÛ˜Ë‚¯ÂÂ Ì‡Á‚‡ÌËÂ 

 

Ô‡‡‰ÓÍÒ ‰ÂÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË

 

, ·˚ÎÓ Á‡ÚÂÏ
Ó·Ì‡ÛÊÂÌÓ ‚Ó ÏÌÓ„Ëı ÌÂÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ‡ı, Í‡Í ‚ ‰ËÒÍÂÚÌ˚ı,
Ú‡Í Ë ‚ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı [2–20]. çÂÒÏÓÚfl Ì‡ ·ÓÎ¸¯ÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÛ·ÎËÍ‡ˆËÈ, ‚ÓÔÓÒ˚, ÔÓ-
ÓÊ‰ÂÌÌ˚Â Ô‡‡‰ÓÍÒÓÏ ‰ÂÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË, ‰Ó ÒËı ÔÓ ÌÂ ÔÓÎÛ˜ËÎË Ò‚ÓÂ„Ó ‡ÁÂ¯ÂÌËfl ‚
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Ó·˘ÂÏ ‚Ë‰Â, ıÓÚfl, ÔÓ ÏÌÂÌË˛ Ç.Ç. ÅÓÎÓÚËÌ‡ [2], ËÏÂÌÌÓ ÓÌË ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú Ì‡Ë·ÓÎ¸-
¯ËÈ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÈ ËÌÚÂÂÒ ‚ ÌÂÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı Á‡‰‡˜‡ı ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË. 

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËË Ô‡‡‰ÓÍÒ‡ ‰ÂÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓÔÂÂ˜Ì˚Â ÍÓÎÂ-
·‡ÌËfl ÍÓÌÒÓÎ¸ÌÓ„Ó ÒÚÂÊÌfl ËÁ ‚flÁÍÓÛÔÛ„Ó„Ó Ï‡ÚÂË‡Î‡ äÂÎ¸‚ËÌ‡ – îÓÈıÚ‡, Ì‡„Û-
ÊÂÌÌÓ„Ó Ì‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÏ ÍÓÌˆÂ Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ÒÎÂ‰fl˘ÂÈ ÒËÎÓÈ 

 

q

 

 [2, 7]. Ç ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚ı
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÂ Ï‡Î˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÒÚÂÊÌfl Ë „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰ 

(1.1)

(1.2)

äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ÚÂÌËfl 

 

η

 

 ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ‚flÁÍÓÛÔÛ„ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Ï‡ÚÂË‡-
Î‡, ‡ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ÚÂÌËfl 

 

µ

 

 ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ Á‡ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËÂ ÒÂ‰˚. 
éÚ˚ÒÍË‚‡fl Â¯ÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â 

 

y

 

(

 

x

 

, 

 

t

 

) = 

 

u

 

(

 

x

 

)exp

 

λ

 

t

 

, ÔËıÓ‰ËÏ Í Á‡‰‡˜Â Ì‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â
ÁÌ‡˜ÂÌËfl 

(1.3)

(1.4)

„‰Â 

 

λ

 

 – ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ (ëá), 

 

u

 

(

 

x

 

) – ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl (ëî), ‡ ¯ÚËıÓÏ Ó·Ó-
ÁÌ‡˜ÂÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ ÌËÊÌËÏ ËÌ‰ÂÍÒ‡Ï, ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ

 

x

 

 

 

∈ 

 

[0, 1]. 
ëËÒÚÂÏ‡, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏ‡fl Û‡‚ÌÂÌËflÏË (1.1), (1.2), ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚‡, ÂÒÎË ‚ÒÂ

ëá 

 

λ

 

 Á‡‰‡˜Ë (1.3), (1.4) ËÏÂ˛Ú ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ˜‡ÒÚË, Ë ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚‡,
ÂÒÎË ıÓÚfl ·˚ Ó‰ÌÓ ëá Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (Re

 

λ

 

 > 0).
äËÚË˜ÂÒÍ‡fl Ì‡„ÛÁÍ‡ 

 

q

 

cr

 

(

 

η

 

, 

 

µ

 

), ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘‡fl ÔÂÂıÓ‰ ÓÚ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Í ÌÂÛÒÚÓÈ-
˜Ë‚ÓÒÚË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÌÛÎ˛ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ˜‡ÒÚË Ó‰ÌÓ„Ó ËÎË ÌÂ-
ÒÍÓÎ¸ÍËı ëá (Re

 

λ

 

 = 0). 
ÖÒÎË ÔÓÎÓÊËÚ¸ ‚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflı (1.1)–(1.4) Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÚÂÌËfl ‡‚Ì˚ÏË ÌÛÎ˛, ÚÓ

ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÒÚ‡ÌÂÚ 

 

ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌÓÈ 

 

[2, 5]. ñËÍÛÎflˆËÓÌÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÛÒÚÓÈ-
˜Ë‚‡ (ÌÂ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË), ÂÒÎË ‚ÒÂ ÂÂ ëá ˜ËÒÚÓ ÏÌËÏ˚Â Ë ÔÓÎÛÔÓÒÚ˚Â, Ú.Â. ‡Î„Â·‡-
Ë˜ÂÒÍ‡fl Í‡ÚÌÓÒÚ¸ ëá ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ˜ËÒÎÓÏ Â„Ó ëî. èË ËÁÏÂÌÂÌËË Ô‡‡ÏÂÚ‡ Ì‡„ÛÁ-
ÍË 

 

q

 

 ëá ‰‚Ë„‡˛ÚÒfl ÔÓ ÏÌËÏÓÈ ÓÒË Ë ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÏ 

 

q

 

 = 

 

q

 

0

 

 ‰‚‡ ËÁ ÌËı ÒÎË‚‡˛ÚÒfl ‚ Ó‰-
ÌÓ ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓÂ 

 

i

 

ω

 

0

 

, ÍÓÚÓÓÂ Á‡ÚÂÏ ‡ÒÔ‡‰‡ÂÚÒfl Ì‡ Ô‡Û ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı ëá
[2, 22]. Ñ‚ÛÍ‡ÚÌÓÏÛ ëá 

 

i

 

ω

 

0

 

 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ˆÂÔÓ˜Í‡ äÂÎ‰˚¯‡ ‰ÎËÌ˚ 2, ÒÓÒÚÓfl˘‡fl ËÁ
ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË 

 

u

 

0

 

 Ë ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË 

 

u

 

1

 

, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı Û‡‚ÌÂÌË-
flÏ Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË [7] 

(1.5)

(1.6)

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔË 

 

q

 

 = 

 

q

 

0

 

 ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍË ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓÏÛ ëá ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÎË¯¸ Ó‰-
Ì‡ ëî, ˜ÚÓ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ‚ ÔÓfl‚ÎÂÌËË ÒÂÍÛÎflÌÓ„Ó ˜ÎÂÌ‡ ‚Ë‰‡ (

 

u

 

1

 

(

 

x

 

) + 

 

tu

 

0

 

(

 

x

 

))  ‚ Ó·-
˘ÂÏ Â¯ÂÌËË Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1.1), (1.2). ñÂÔÓ˜Í‡ äÂÎ‰˚¯‡ Ó·Ó·˘‡ÂÚ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÂ ÔÓ-
ÌflÚËÂ ˆÂÔÓ˜ÍË ÜÓ‰‡Ì‡ ‚ ÎËÌÂÈÌÓÈ ‡Î„Â·Â [23–30]. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ì‡ÎË˜ËÂ ‚ ÒÔÂÍ-
ÚÂ ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓ„Ó ëá 

 

i

 

ω

 

0

 

, 

 

ω

 

0

 

 > 0 Ò ˆÂÔÓ˜ÍÓÈ äÂÎ‰˚¯‡ ‰ÎËÌ˚ 2
ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ëá ˜ËÒÚÓ ÏÌËÏ˚Â Ë ÔÓÒÚ˚Â, ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ „‡ÌËˆÂ ÏÂÊ-
‰Û Ó·Î‡ÒÚflÏË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ë ÙÎ‡ÚÚÂ‡ (ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË) [31, 32]. 

∂4y

∂x4
-------- q

∂2y

∂x2
-------- η ∂5y

∂x4∂t
------------- µ∂y

∂t
----- ∂2y

∂t2
--------+ + + + 0=

y 0 t,( ) ∂y
∂x
------ 0 t,( ) 0,

∂2y

∂x2
-------- 1 t,( ) η ∂3y

∂x2∂t
------------- 1 t,( )+

∂3y

∂x3
-------- 1 t,( ) η ∂4y

∂x3∂t
------------- 1 t,( )+ 0= = = =

1 ηλ+( )uxxxx'''' quxx'' λ2 µλ+( )u+ + 0=

u 0( ) ux' 0( ) 0, uxx'' 1( ) uxxx''' 1( ) 0= = = =

u0xxxx'''' q0u0xx'' ω0
2u0–+ 0, u0 0( ) u0x' 0( ) 0, u0xx'' 1( ) u0xxx''' 1( ) 0= = = = =

u1xxxx'''' q0u1xx'' ω0
2u1–+ 2iω0u0– , u1 0( ) = u1x' 0( ) = 0, u1xx'' 1( ) u1xxx''' 1( ) 0= = =

e
iω0t
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àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ ÒËÒÚÂÏ‡ (1.1), (1.2) ·ÂÁ Û˜ÂÚ‡ ÚÂÌËfl (η = 0, µ = 0) ÛÒÚÓÈ˜Ë‚‡ ÔË 0 ≤
≤ q < q0 = 20.05 [21], ‡ ÔË Û˜ÂÚÂ ÒÍÓÎ¸ Û„Ó‰ÌÓ Ï‡ÎÓ„Ó ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ÚÂÌËfl (η → +0,
µ = 0) ËÌÚÂ‚‡Î ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÒÛÊ‡ÂÚÒfl ‰Ó 0 ≤ q < qcr = 10.94 < q0. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ Á‡‰‡˜Â ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ Ô‡‡‰ÓÍÒ ‰ÂÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË: ÔË Û˜ÂÚÂ ÒÍÓÎ¸
Û„Ó‰ÌÓ Ï‡ÎÓ„Ó ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ÚÂÌËfl ÍËÚË˜ÂÒÍ‡fl Ì‡„ÛÁÍ‡ Ô‡‰‡ÂÚ ÒÍ‡˜ÍÓÏ. èË ˝ÚÓÏ
Ú‡ÍÊÂ ÒÍ‡˜ÍÓÏ Ô‡‰‡ÂÚ Ë ÍËÚË˜ÂÒÍ‡fl ˜‡ÒÚÓÚ‡ ÒÓ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ω0 = 11.02 ‰Ó ωcr = 5.40 [4, 7].
ùÚË ˝ÙÙÂÍÚ˚ ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ Ì‡ ÙË„. 1 ÔË µ = 0. ÇÌÂ¯ÌÂÂ ÚÂÌËÂ (µ > 0) ÒÌËÊ‡ÂÚ ‰ÂÒÚ‡-
·ËÎËÁËÛ˛˘ÂÂ ‚ÎËflÌËÂ ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ÚÂÌËfl [7]. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‡‚ÚÓ˚ ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı ËÒ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ Â¯‡ÎË ˜‡ÒÚÌ˚Â ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÂ Á‡‰‡˜Ë, ÔÓ‰Ó·Ì˚Â ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌÓÈ ‚˚¯Â,
˜ËÒÎÂÌÌ˚ÏË ËÎË ÔÓÎÛ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÏË ÏÂÚÓ‰‡ÏË. 

ñÂÎ¸ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚ˚ – ‡Á‚ËÚËÂ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÒÔÂÍÚ‡ ÌÂ-
Ò‡ÏÓÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı Í‡Â‚˚ı Á‡‰‡˜ Ì‡ ëá, Á‡‚ËÒfl˘Ëı ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, Ë Ëı ÔËÏÂÌÂÌËÂ Í
ËÁÛ˜ÂÌË˛ ‚ÎËflÌËfl Ï‡Î˚ı ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÎ Ì‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÌÂÍÓÌ-
ÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ Ó·˘Â„Ó ‚Ë‰‡, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Ëı Á‡‰‡˜Û (1.1), (1.2) Í‡Í ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È. 

2. ÅËÙÛÍ‡ˆËË Í‡ÚÌ˚ı ëá Ò ˆÂÔÓ˜Í‡ÏË äÂÎ‰˚¯‡. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ô‡‡‰ÓÍÒ ‰ÂÒÚ‡·ËÎË-
Á‡ˆËË ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Ï Ò Ì‡ÎË˜ËÂÏ ‚ ÒÔÂÍÚÂ ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓÈ ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌÓÈ
ÒËÒÚÂÏ˚ ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓ„Ó ëá Ò ˆÂÔÓ˜ÍÓÈ äÂÎ‰˚¯‡, ‰Îfl Â„Ó ËÁÛ˜ÂÌËfl ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó ÌÂÓ·ıÓ-
‰ËÏÓ ÁÌ‡Ú¸, Í‡Í ‚Â‰ÛÚ ÒÂ·fl Í‡ÚÌ˚Â ëá ÔË ËÁÏÂÌÂÌËË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÒËÒÚÂÏ˚. ë ˝ÚÓÈ
ˆÂÎ¸˛ ‡ÒÒÏÓÚËÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌÛ˛ ÌÂÒ‡ÏÓÒÓÔflÊÂÌÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û Ì‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl
‰Îfl ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË [27, 30]. 

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ L ÎËÌÂÈÌ˚È ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ ÔÓfl‰Í‡ m ÔÓ ÔÂÂ-
ÏÂÌÌÓÈ x, ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡ „Î‡‰ÍÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ u(x) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ 

(2.1)

äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ lj (x, λ, p) ÓÔÂ‡ÚÓ‡ L „Î‡‰ÍÓ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ x, ÔË˜ÂÏ ÙÛÌÍ-
ˆËfl l0(x) Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ x ∈ [0, 1] Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡ ÒÌËÁÛ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ. äÓÏÂ
ÚÓ„Ó, ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ lj (x, λ, p) ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÍÓÏ-
ÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ λ Ë „Î‡‰ÍÓ – ÓÚ ‚ÂÍÚÓ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı Ô‡‡-
ÏÂÚÓ‚ p ∈ Rn. 

ç‡ÁÓ‚ÂÏ Ï‡ÚËˆÂÈ „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ Ï‡ÚËˆÛ U = ||AB|| ‡ÁÏÂÌÓÒÚË m × 2m Ë
‡Ì„‡ m, ÒÓÒÚÓfl˘Û˛ ËÁ ·ÎÓÍÓ‚ A Ë B ‡ÁÏÂÌÓÒÚË m × m Í‡Ê‰˚È. éÔÂ‰ÂÎËÏ ‚ÂÍÚÓ
u = (u(0), u(1)) ‡ÁÏÂÌÓÒÚË 2m, „‰Â ‚ÂÍÚÓ˚ 

Ó·‡ÁÓ‚‡Ì˚ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÙÛÌÍˆËË u(x) Ë ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ‚ „‡ÌË˜Ì˚ı ÚÓ˜Í‡ı x = 0 Ë
x = 1. íÓ„‰‡ 

(2.2)

Lu l j
dm j– u

dxm j–
---------------

j 0=

m

∑=

u ξ( ) u ξ( ) ux' ξ( ) … ux
m 1–( ) ξ( ), , ,( ), ξ 0 1,= =

Uu Au 0( ) Bu 1( )+=

q

qcr(η)

q0

η = 0

η > 0
0

∆q

Reλ 0 Reλ

∆ω
ω0 η = 0

η > 0

ωcr(η)

Imλ

îË„. 1
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èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ Ï‡ÚËˆ A(λ, p) Ë B(λ, p) ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ λ Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl „Î‡‰ÍËÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ‚ÂÍÚÓ‡
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ p ∈ Rn. 

ç‡ ÓÚÂÁÍÂ x ∈ [0, 1] ‡ÒÒÏÓÚËÏ Á‡‰‡˜Û Ì‡ ëá ‰Îfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ L
Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚ÏË Ï‡ÚËˆÂÈ U, 

(2.3)

çÂÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (2.3) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,
ÍÓ„‰‡ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËÈ ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ [26, 27, 30]: 

(2.4)

„‰Â ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Y(x) ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË Yij(x) = (x), (i, j = 1, 2, …, m),
‡ y1(x), y2(x), …, ym(x) – ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Â¯ÂÌËÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (2.3). èË ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÂ p = p0 ëá λ0, ÍÓÚÓÓÏÛ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-
‚ÛÂÚ ëî u0, fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÂÏ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (2.4). 

ìÏÌÓÊË‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.3) Ì‡ ÙÛÌÍˆË˛ (x), „‰Â ˜ÂÚ‡ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÒÓ-
ÔflÊÂÌËÂ, Ë ÔÓËÌÚÂ„ËÓ‚‡‚ ÔÓ ˜‡ÒÚflÏ, ÔÓÎÛ˜ËÏ 

(2.5)

„‰Â [26] 

(2.6)

‡ Ï‡ÚËˆ˚ L(0) Ë L(1) – ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ ÚÓ˜Í‡ı x = 0 Ë x = 1 Ï‡ÚËˆ˚ L(x) ‡ÁÏÂÌÓÒÚË m ×
m, ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÚÓÓÈ Lij(x) ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ˜ÂÂÁ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ lj Ë Ëı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ x 

(2.7)

ÇÂÍÚÓ˚ 

Ó·‡ÁÓ‚‡Ì˚ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÙÛÌÍˆËË υ(x) Ë ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ‚ ÚÓ˜Í‡ı x = 0 Ë x = 1. é·Ó-
ÁÌ‡˜ËÏ v = (v(0), v(1)). 

Ç‚Â‰ÂÏ ‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ Ï‡ÚËˆÛ  = || || ‡ÁÏÂÌÓÒÚË m × 2m, „‰Â Ï‡ÚËˆ˚ (λ, p)

Ë (λ, p) ‡ÁÏÂÌÓÒÚË m × m ÏÓ„ÛÚ Á‡‚ËÒÂÚ¸, ‚ÓÓ·˘Â „Ó‚Ófl, ÓÚ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂ-

Ú‡ λ Ë ‚ÂÍÚÓ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ p. Ç˚·ÂÂÏ Ï‡ÚËˆ˚  Ë  Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚

·ÎÓ˜Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË 2m × 2m, ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌ‡fl ËÁ Ï‡ÚËˆ U, , ·˚Î‡ ÌÂ‚˚ÓÊ-
‰ÂÌÌÓÈ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË p = p0 Ë Cá λ = λ0. íÓ„‰‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 

(2.8)

L x λ p, ,( )u 0, U λ p,( )u 0= =

det AY 0( ) BY 1( )+( ) 0=

y jx

i 1–( )

υ

υLu xd

0

1

∫ uL*υ xd

0

1

∫ vT 1( )L 1( )u 1( ) vT 0( )L 0( )u 0( )–+=

L*υ 1–( )m j– dm j–

dxm j–
--------------- l j x( )υ( )

j 0=

m

∑=

Lij x( ) 1–( )kCk
i 1– dk i– 1+

dxk i– 1+
--------------------lm j– k– , Ck

i 1–

k i j–=

m j–
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i 1–( )! k i– 1+( )!
--------------------------------------------, k i 1– 0≥ ≥

0, k i 1–<


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

=
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m 1–( ) ξ( ), , ,( ), ξ 0 1,= =
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„‰Â Á‚ÂÁ‰Ó˜Í‡ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ˝ÏËÚÓ‚Ó ÒÓÔflÊÂÌËÂ (‚ ÒÎÛ˜‡Â Ï‡ÚËˆ ˝ÚÓ ÓÔÂ‡ˆËfl Ú‡ÌÒ-
ÔÓÌËÓ‚‡ÌËfl Ë ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÒÓÔflÊÂÌËfl), O – ÌÛÎÂ‚‡fl Ï‡ÚËˆ‡ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË m × m,
‡ V Ë  – Ï‡ÚËˆ˚ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË m × 2m, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ 

(2.9)

ÑËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (2.8) ÔÓ λ ‰‡ÂÚ 

(2.10)

„‰Â ¯ÚËı ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÏÛ Ô‡‡ÏÂÚÛ λ ËÎË  (˜Â-
Ú‡ ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏÛ ÒÓÔflÊÂÌË˛). 

ì˜ËÚ˚‚‡fl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (2.8) ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (2.5), ÔÓÎÛ˜ËÏ ÙÓÏÛÎÛ ã‡„‡ÌÊ‡ ‰Îfl
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ L [26] 

(2.11)

„‰Â (u, υ) – ˝ÏËÚÓ‚Ó ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËÈ u, υ. 

ÖÒÎË ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ Ï‡ÚËˆ˚  Ë S = A – B  – ÌÂÓÒÓ·˚Â, ÚÓ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ
ÙÓÏÛÎÂ òÛ‡ [33] 

(2.12)

‡ Ï‡ÚËˆ˚ V Ë  ‡ÁÏÂÌÓÒÚË m × 2m ‚˚ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ‚ fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â 

(2.13)

(2.14)

á‡‰‡˜‡ Ì‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ L* 

(2.15)

·Û‰ÂÚ ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Í Á‡‰‡˜Â (2.3), ‡ ÓÔÂ‡ÚÓ L*, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚È Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (2.6), ·Û-
‰ÂÚ ÒÓÔflÊÂÌÌ˚Ï Í ÓÔÂ‡ÚÓÛ L (2.1). ëÓÔflÊÂÌÌ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ L Ë L* Ò ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-
‚Û˛˘ËÏË „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË (‚ÚÓ˚Â ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2.3) Ë (2.15)) Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÓÓÚÌÓ-
¯ÂÌËÂÏ (Lu, υ) = (u, L*υ) [26]. 

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p0 Ë ÂÂ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÒÔÂÍÚ Á‡‰‡˜Ë (2.3) ‰ËÒÍÂÚÂÌ.
é·ÓÁÌ‡˜ËÏ L0 = L(λ0, p0), U0 = U(λ0, p0) Ë ‡ÒÒÏÓÚËÏ „Î‡‰ÍÛ˛ ÍË‚Û˛ ‚ n-ÏÂÌÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, Á‡‚ËÒfl˘Û˛ ÓÚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ � ≥ 0

(2.16)

„‰Â ÚÓ˜Í‡ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ �, ‡ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‚˚˜ËÒÎÂÌ˚ ÔË � = 0. Ç
ÒËÎÛ ˝ÚÓ„Ó ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ L(λ, p(�)) ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â fl‰‡ 

Ṽ

Ṽ–

V

*
L 0( )– O
O L 1( )

A B

Ã B̃

1–

=

Lλ' 0( )– O

O Lλ' 1( )
Vλ'( )*Ũ V*Ũλ' Ṽλ'( )*U– Ṽ*Uλ'–+=

λ

Lu υ,( ) u L*υ,( )– Vv( )*Ũu Ṽv( )*Uu u υ,( )– u x( )υ x( ) xd

0

1

∫= =

B̃ B̃
1–
Ã

det
A B

Ã B̃
detB̃det A BB̃

1–
Ã–( ) 0≠=

Ṽ

V L 0( )S 1– BB̃
1–

( )* L 1( )B̃
1–

L 1( )B̃
1–
ÃS 1– BB̃

1–
+( )*=

Ṽ L 0( )S 1–( )* L 1( )B̃
1–
ÃS 1–( )*=

L* λ p,( )υ 0, V λ p,( )v 0= =

p �( ) p0 �ṗ
�

2

2
---- ṗ̇ o �

2( )+ + +=
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(2.17)

(2.18)

èË r = 0 ÙÓÏÛÎ˚ (2.18) ‰‡˛Ú ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ L1, L2. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,
Ï‡ÚËˆ‡ „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ U(λ, p(�)) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰ 

(2.19)

(2.20)

„‰Â ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‚˚˜ËÒÎÂÌ˚ ÔË p = p0, λ = λ0. èË r = 0 ÙÓÏÛÎ˚ (2.20) ‰‡-
˛Ú ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl Ï‡ÚËˆ U1, U2. 

èÓÒÚÓÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ λ0. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ëá λ0 ‚ ÚÓ˜ÍÂ p = p0
fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ˚Ï ÍÓÌÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl (2.4) Ò ëî u0. ëÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl u0 Û‰Ó‚ÎÂ-
Ú‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË 

(2.21)

‡ ëî υ0 ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ-ÒÓÔflÊÂÌÌÓ„Ó ëá  ÒÓÔflÊÂÌÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯Â-
ÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë Ì‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl 

(2.22)

íÓ„‰‡ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓÂ ëá λ(�) Ë ëî u(�) ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â fl‰Ó‚ ÔÓ � [34] 

(2.23)

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ 

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‡ÁÎÓÊÂÌËfl (2.17)–(2.20) Ë (2.23) ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl (2.3) Ë ÒÓ·Ë‡fl ÍÓ˝ÙÙËˆË-
ÂÌÚ˚ ÔË �, Ì‡È‰ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl Ë „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl, ÍÓÚÓ˚Ï ‰ÓÎÊÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸
ÙÛÌÍˆËfl w1 ‚Ó ‚ÚÓÓÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËË (2.23), 

(2.24)

ìÏÌÓÊ‡fl ÒÍ‡ÎflÌÓ Ó·Â ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl (2.24) Ì‡ ÙÛÌÍˆË˛ υ0 Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl ÙÓÏÛÎÛ
ã‡„‡ÌÊ‡ (2.11), ÍÓÚÓ‡fl ÔË ÔÓÏÓ˘Ë Û‡‚ÌÂÌËfl Ë „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ (2.22) Á‡ÔËÒ˚-
‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â 

(2.25)

Ì‡È‰ÂÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ λ1 ‚ ÔÂ‚ÓÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËË (2.23) 

(2.26)

L λ p �( ),( )
λ λ 0–( )r

r!
--------------------- ∂rL

∂λ r
-------- �

∂rL1

∂λ r
----------- �

2∂rL2

∂λ r
----------- o �

2( )+ + +
 
 
 

r 0=

∞

∑=

∂rL1

∂λ r
-----------

∂r 1+ L

∂λ r∂ p j

----------------- ṗ j,
∂rL2

∂λ r
-----------

j 1=

n

∑ 1
2
--- ∂r 1+ L

∂λ r∂ p j

----------------- ṗ̇ j
1
2
--- ∂r 2+ L

∂λ r∂ p j∂ pt

-------------------------- ṗ j ṗt

j t, 1=

n

∑+
j 1=

n

∑= =

U λ p �( ),( )
λ λ 0–( )r

r!
--------------------- ∂2U

∂λ r
--------- �

∂rU1

∂λ r
----------- �

2∂rU2

∂λ r
----------- o �

2( )+ + +
 
 
 

r 0=

∞

∑=

∂rU1

∂λ r
-----------

∂r 1+ U

∂λ r∂ p j

----------------- ṗ j,
∂rU2

∂λ r
-----------

j 1=

n

∑ 1
2
--- ∂r 1+ U

∂λ r∂ p j

----------------- ṗ̇ j
1
2
--- ∂r 2+ U

∂λ r∂ p j∂ pt

-------------------------- ṗ j ṗt

j t, 1=

n

∑+
j 1=

n

∑= =

L0u0 0, U0u0 0= =

λ0

L0*υ0 0, V0v0 0= =

λ λ 0 λ1� λ2�
2 …, u+ + + u0 w1� w2�

2 …+ + += =

w j = w j 0( ) w j 1( ),( ), w j ξ( ) = w j ξ( ) w jx
' ξ( ) … w jx

m 1–( ) ξ( ), , ,( ), ξ  = 0 1, j,  = 1 2 …, ,

L0w1 L1u0– λ1Lλ' u0, U0w1– U1u0– λ1Uλ' u0–= =

L0w1 υ0,( ) v0*Ṽ0*U1u0 λ1v0*Ṽ0*Uλ' u0+=

λ1

L1u0 υ0,( ) v0*Ṽ0*U1u0+

Lλ' u0 υ0,( ) v0*Ṽ0*Uλ' u0+
-----------------------------------------------------------–=



é. ç. äËËÎÎÓ‚, Ä. è. ëÂÈ‡ÌflÌ590

Ñ‚ÛÍ‡ÚÌÓÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ λ0: Â„ÛÎflÌ˚È ÒÎÛ˜‡È. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸
ÒÎÛ˜‡È ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓ„Ó ëá λ0 Ò ˆÂÔÓ˜ÍÓÈ äÂÎ‰˚¯‡ ‰ÎËÌ˚ 2, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ
ÙÛÌÍˆËË u0 Ë ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË u1, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı Û‡‚ÌÂÌËflÏ Ò „‡ÌË˜-
Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË [26] 

(2.27)

(2.28)

ìÏÌÓÊËÏ ÒÍ‡ÎflÌÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.27) Ì‡ ÙÛÌÍˆË˛ υ1, ‡ Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.28) – Ì‡ ÙÛÌÍ-
ˆË˛ υ0, ÔÓËÌÚÂ„ËÛÂÏ ÔÓÎÛ˜Ë‚¯ËÂÒfl ‚˚‡ÊÂÌËfl ÔÓ ˜‡ÒÚflÏ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ
ÙÓÏÛÎ˚ (2.5) ‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ L0,  Ë Á‡ÚÂÏ ÒÎÓÊËÏ. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔËıÓ‰ËÏ Í ÒÓ-
ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ 

(2.29)

ë Û˜ÂÚÓÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (2.8), (2.10) ÔÂÓ·‡ÁÛÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.29) Í ‚Ë‰Û 

(2.30)

îÛÌÍˆËË υ0 Ë υ1, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÂ Û‡‚ÌÂÌËflÏ Ë „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ 

(2.31)

(2.32)

Ó·‡ÁÛ˛Ú ÒÓÔflÊÂÌÌÛ˛ ˆÂÔÓ˜ÍÛ äÂÎ‰˚¯‡ ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓ„Ó ëá λ0. ì‡‚ÌÂÌËfl ÒÓÔflÊÂÌ-
Ì˚ı ˆÂÔÓ˜ÂÍ (2.27), (2.28) Ë (2.31), (2.32) ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛ ÙÓÏÛ Ë Ó·‡˘‡˛Ú ‡-
‚ÂÌÒÚ‚Ó (2.30) ‚ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó. 

ìÏÌÓÊ‡fl ÒÍ‡ÎflÌÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.28) Ì‡ ÙÛÌÍˆË˛ υ0 Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó ã‡„-
‡ÌÊ‡ (2.11), ÔËÌËÏ‡˛˘ÂÂ ÔË Û˜ÂÚÂ Û‡‚ÌÂÌËfl Ë „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ (2.28) ‚Ë‰ 

(2.33)

ÔÓÎÛ˜ËÏ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË 

(2.34)

ëÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (2.34) Ò‚flÁ˚‚‡ÂÚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı Á‡‰‡˜ ÔË Ì‡ÎË˜ËË
‰‚ÛÍ‡ÚÌÓ„Ó ëá Ò ˆÂÔÓ˜ÍÓÈ äÂÎ‰˚¯‡ ‰ÎËÌ˚ 2. é‰Ì‡ÍÓ ÓÌÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó Ë ‰Îfl Í‡ÚÌÓ-
„Ó ëá Ò ˆÂÔÓ˜ÍÓÈ äÂÎ‰˚¯‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚. ÑÎfl ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌ˚ı ÌÂÍÓÌÒÂ‚‡-
ÚË‚Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË (2.34) ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ Ì‡ÒÚÛÔÎÂÌËÂ („‡ÌËˆÛ)
ÙÎ‡ÚÚÂ‡ [35, 37]. 

ÇÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓÂ ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓÂ ëá λ(�) Ë Â„Ó ëî u(�) ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ÔË ÔÓÏÓ˘Ë fl‰Ó‚
ç¸˛ÚÓÌ‡–è˛ËÁÓ [34] 

(2.35)

L0u0 0, U0u0 0= =

L0u1 Lλ' u0, U0u1– Uλ' u0–= =

Lλ'

u0 L0*υ1 Lλ
*'υ0+,( ) u1 L0*υ0,( ) +=

+ v1*
L 0( )– O
O L 1( )

u0 v0*
L0 0( )– O

O L0 1( )
u1 v0*

Lλ' 0( )– O

O Lλ' 1( )
u0+ + 0=

u0 L0*υ1 Lλ
*'υ0+,( ) u1 L0*υ0,( ) V0v1 Vλ

' v0+( )*Ũ0u0 Ṽ0v1 Ṽλ
' v0+( )*U0u0 +–+ +

+ V0v0( )* Ũ0u1 Ũλ' u0+( ) Ṽ0v0( )* Ũ0u1 Uλ' u0+( )– 0=

L0*υ0 0, Ṽ0v0 0= =

L0*υ1 Lλ
*'υ0, V0v1– Vλ

' v0–= =

L0u1 υ0,( ) v0*Ṽ0*Uλ' u0=

Lλ' u0 υ0,( ) v0*Ṽ0*Uλ' u0+ 0=

λ λ 0 λ1�
1/2 λ2� λ3�

3/2 λ4�
2 …+ + + + +=
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(2.36)

èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ, Í‡Í Ë ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ‡ÁÎÓÊÂÌËfl (2.17)–(2.20) Ë (2.35), (2.36) ‚ Á‡-
‰‡˜Û Ì‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl (2.3) Ë ÒÓ·ÂÂÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı ÒÚÂ-
ÔÂÌflı Ï‡ÎÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ �. éÚÒ˛‰‡ Ì‡È‰ÂÏ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËË w1, w2, w3 Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Û‡‚ÌÂÌËflÏ Ë „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ: 

(2.37)

(2.38)

(2.39)

ë‡‚ÌË‚‡fl Û‡‚ÌÂÌËfl (2.37) Ë (2.28), Ì‡È‰ÂÏ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl w1 ËÏÂÂÚ ÒÚÛÍÚÛÛ 

(2.40)

„‰Â γ – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ. ìÏÌÓÊ‡fl ÒÍ‡ÎflÌÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.38) Ì‡ ÙÛÌÍˆË˛
υ0, ÔÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚ ÔÓÎÛ˜Ë‚¯ÂÂÒfl ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË w1 ËÁ (2.40) Ë
Û˜ËÚ˚‚‡fl Û‡‚ÌÂÌËfl (2.31), (2.32) Ë ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó ã‡„‡ÌÊ‡ (2.11), ÔÓÎÛ˜ËÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ
λ1 ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËË (2.35) 

(2.41)

óÚÓ·˚ Ì‡ÈÚË ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl λ2, ÛÏÌÓÊËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.39)
ÒÍ‡ÎflÌÓ Ì‡ ÙÛÌÍˆË˛ υ0 Ë Û˜ÚÂÏ ÙÓÏÛÎÛ ã‡„‡ÌÊ‡ (2.11). èÓÎÛ˜ËÏ 

(2.42)

ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (2.38) Ë ÙÛÌÍˆËË υ1 Ò ËÒÔÓÎ¸-
ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÙÓÏÛÎ˚ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl (2.5) Ë ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ (2.8), (2.1) ‰‡ÂÚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ 

(2.43)

u u0 w1�
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2

∑

γ
λ1

2

2
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3 1
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+ λ1λ2 Lλ' u1 Lλλ'' u0 υ0,+( ) Ṽ0v0( )* Uλ' u1 Uλλ'' u0+( )+( ) 0=
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äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó 

(2.44)

ÍÓÚÓÓÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (2.27), (2.28) Ë (2.31), (2.32), ‡ Ú‡ÍÊÂ (2.10). 
ë Û˜ÂÚÓÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (2.41), (2.43) Ë (2.44) ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (2.42) Ì‡È‰ÂÏ 

(2.45)

„‰Â 

(2.46)

‡ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ σ2 ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ‚ÚÓ˚Ï ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ (2.41). 
Ñ‚ÛÍ‡ÚÌÓÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ λ0: ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚È ÒÎÛ˜‡È. ê‡ÁÎÓÊÂÌËfl (2.35) Ò

ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË (2.41), (2.45), ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÔË ÛÒÎÓ-
‚ËË λ1 ≠ 0. ëÎÛ˜‡È λ1 = 0, ˜ÚÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ÛÒÎÓ‚Ë˛ 

(2.47)

fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚Ï Ë ÚÂ·ÛÂÚ ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÏÓÚÂÌËfl. èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‡ÁÎÓÊÂ-
ÌËÈ (2.31), (2.32) ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò ‡ÁÎÓÊÂÌËflÏË (2.17)–(2.2) ‚ Á‡‰‡˜Û Ì‡ ëá (2.3) ÔË ÛÒÎÓ-
‚ËË λ1 = 0 ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‡‚ÌÂÌËflÏ Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË 

(2.48)

(2.49)

(2.50)

êÂ¯‡fl Û‡‚ÌÂÌËfl (2.48), (2.49), ÔÓÎÛ˜ËÏ 

(2.51)

„‰Â β Ë γ – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â, ÙÛÌÍˆËfl  fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë 

(2.52)

‡ ‚ÂÍÚÓ  = ( (0), (0), …, (0), (1), (1), …, (1)). 

ìÏÌÓÊË‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.49) ÒÍ‡ÎflÌÓ Ì‡ ÙÛÌÍˆË˛ υ1 Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl ÙÓÏÛÎÛ ã‡„‡Ì-
Ê‡ (2.11) Ë ‚˚‡ÊÂÌËfl (2.8), (2.10), Ì‡È‰ÂÏ 

(2.53)

Lλ' u1 υ1,( ) Ṽ0v1 Ṽλ
' v0+( )*Uλ' u0+ Lλ' u1 υ0,( ) Ṽ0v0( )*Uλ' u1= =

λ2
1

2σ2
--------- L1u0 υ1,( ) L1u1 υ0,( ) L1λ' u0 υ0,( )+ +( ) ––=

–
1

2σ2
--------- v0*Ṽ0*U1u0 v0*Ṽ0*U1u1 v0* Ṽ*U1( )λ

' u0 λ1
2Q+ + +( )

Q Lλ' u1 υ1,( ) 1
2!
----- Lλλ'' u0 υ1,( ) 1

2!
----- Lλλ'' u1 υ0,( ) 1

3!
----- Lλλλ''' u0 υ0,( ) ++ + +=

+ Ṽ0v1 Ṽλ
' v0+( )* Uλ' u1

1
2!
-----Uλλ'' u0+ 

  Ṽ0v0( )*
1
2!
-----Uλλ'' u1

1
3!
-----Uλλλ''' u0+ 

 +

L1u0 υ0,( ) v0*V0*U1u0+ 0=

L0w1 0, U0w1 0= =

L0w2 λ2Lλ' u0 L1u0, U0w2–– λ2Uλ' u0– U1u0+= =

L0w4 λ3Lλ' w1 λ2Lλ' w2 L1w2– λ2L1λ' u0 λ2
21
2
---Lλλ'' u0 λ4Lλ' u0– L2u0–––––=

U0w4 λ3Uλ' w1 λ2Uλ' w2 U1w2– λ2U1λ' u0 λ2
21
2
---Uλλ'' u0 λ4Uλ' u0– U2u0–––––=

w1 βu0, w2 λ2u1 γu0 ŵ2+ += =

ŵ2

L0ŵ2 L1u0, U0ŵ2– U1u0–= =

ŵ2 ŵ2 ŵ2x
' ŵ2x

m 1–( ) ŵ2 ŵ2x
' ŵ2x

m 1–( )

Lλ' w2 υ0,( ) Ṽ0v0( )*Uλ' w2+ Ṽ0v1 Ṽλ' v0+( )*U0w2– λ2 Lλ' u0 υ1,( ) L1u0 υ1,( )+ +=
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äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (2.50) Ì‡ ÙÛÌÍˆË˛ υ0 Ò Û˜ÂÚÓÏ ÙÓ-
ÏÛÎ˚ ã‡„‡ÌÊ‡ (2.11), „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ (2.50) Ë ‚˚‡ÊÂÌËfl (2.51) ‰‡ÂÚ 

(2.54)

èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚˚‡ÊÂÌËfl (2.53) ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.54) ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÔË Û˜ÂÚÂ ÚÓÊ‰Â-
ÒÚ‚‡ (2.44) Ë „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ (2.38) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰ 

(2.55)

ÇÂÎË˜ËÌ‡ σ2 ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ‚ÚÓ˚Ï ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ (2.41).
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ λ = λ0 + �λ2 + o(�) Ë Í‚‡‰‡ÚÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.55) ÓÔË-

Ò˚‚‡˛Ú ‡ÒÔ‡‰ ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓ„Ó ëá ÔË ‚˚ÓÊ‰ÂÌËË (2.47). 
Ç ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ËÎË ÓÔÂ‡ÚÓ L fl‚-

ÎflÂÚÒfl Ï‡ÚË˜Ì˚Ï, ÙÓÏÛÎ‡ (2.55) ÛÔÓ˘‡ÂÚÒfl [19] 

(2.56)

ÖÒÎË ÊÂ ÓÔÂ‡ÚÓ L ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ Lu ≡ l(p)u – λu, „‰Â l(p) – ÎËÌÂÈÌ˚È ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸-
Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË, ‡ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÓÚ λ ÌÂ Á‡‚Ë-
ÒflÚ, ÚÓ ÙÓÏÛÎ‡ (2.55) ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl Í ‚Ë‰Û, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÏÛ ‚ ‡·ÓÚÂ [32]. 

ëÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ Í‡ÚÌÓÒÚË. Ç˚‚Â‰ÂÏ ÚÂÔÂ¸ ÙÓÏÛÎÛ, ÓÔË-
Ò˚‚‡˛˘Û˛ ‡ÒÔ‡‰ µ-Í‡ÚÌÓ„Ó ëá λ0 Ò ˆÂÔÓ˜ÍÓÈ äÂÎ‰˚¯‡ ‰ÎËÌ˚ µ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ Ó‰-
ÌÓÈ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË u0 Ë ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ u1, …, uµ – 1. îÛÌÍˆËË, Ó·‡ÁÛ-
˛˘ËÂ ̂ ÂÔÓ˜ÍÛ äÂÎ‰˚¯‡, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Û‡‚ÌÂÌËflÏ Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË [23–25] 

(2.57)

„‰Â ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ÔË λ = λ0 Ë p = p0. ñÂÔÓ˜Í‡ äÂÎ‰˚¯‡ ‰Îfl
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ-ÒÓÔflÊÂÌÌÓ„Ó ëá  ÓÔÂ‡ÚÓ‡ , ˝ÏËÚÓ‚Ó-ÒÓÔfl-ÊÂÌÌÓ„Ó Í L0,
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌËflÏ 

(2.58)

ìÏÌÓÊ‡fl ÒÍ‡ÎflÌÓ Û‡‚ÌÂÌËfl (2.57) Ì‡ ÙÛÌÍˆË˛ υ0 Ë ÔËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÚÓÊ‰Â-
ÒÚ‚Ó ã‡„‡ÌÊ‡ (2.11), ÔË‰ÂÏ Í ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË 

(2.59)

ì‡‚ÌÂÌËfl (2.59) ÒÓ‰ÂÊ‡Ú ‚ ÒÂ·Â ÛÒÎÓ‚ËÂ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË (2.34). 

λ2 Lλ' w2 υ0,( ) Ṽ0v0( )*Uλ' w2+( ) L1w2 υ0,( ) Ṽ0v0( )*U1w2 L2u0 υ0,( ) Ṽ0v0( )*U2u0 ++ + + +

+ λ2 L1λ' u0 υ0,( ) Ṽ0v0( )*U1λ' u0+( ) 1
2
---λ2

2 Lλλ'' u0 υ0,( ) Ṽ0v0( )*Uλλ'' u0+( )+ 0=

λ2
2σ2 λ2 L1u0 υ1,( ) L1u1 υ0,( ) L1λ' u0 υ0,( )+ +( )+ v0*Ṽ0*U1u0 v0*Ṽ0*U1u1+ ++

+ v0* Ṽ*U1( )λ
' u0 L2u0 υ0,( ) L1ŵ2 υ0,( ) Ṽ0v0( )* U2u0 U1ŵ2+( )+ + + 0=

λ2
2 λ2

L1u0 υ1,( ) L1u1 υ0,( ) L1λ' u0 υ0,( )+ +

Lλ' u1 υ0,( ) 1/2 Lλ''u0 υ0,( )+
-------------------------------------------------------------------------------------------

L2u0 υ0,( ) L1ŵ2 υ0,( )+

Lλ' u1 υ0,( ) 1/2 Lλ''u0 υ0,( )+
-----------------------------------------------------------------+ + 0=

L0u0 0, U0u0 0= =

L0u j
1
r!
----Lλ

r( )u j r– , U0u j

r 1=

j

∑–
1
r!
----Uλ

r( )u j r– , j
r 1=

j

∑– 1 … µ 1–, ,= = =

λ0 L0*

L0*υ0 0, V0v0 0= =

L0*υ j
1
r!
----Lλ

* r( )υ j r– , V0v j

r 1=

j

∑–
1
r!
----Vλ

r( )v j r– , j
r 1=

j

∑– 1 … µ 1–, ,= = =

1
r!
---- Lλ

r( )u j r– υ0,( ) v0*Ṽ0*Uλ
r( )u j r–+( )

r 1=

j

∑ 0, j 1 … µ 1–, ,= =



é. ç. äËËÎÎÓ‚, Ä. è. ëÂÈ‡ÌflÌ594

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ „Î‡‰ÍÛ˛ ‚‡Ë‡ˆË˛ ‚ÂÍÚÓ‡ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ (2.16). ÇÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓÂ ëá λ(�)
Ë ëî u(�) ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛ÚÒfl fl‰‡ÏË ç¸˛ÚÓÌ‡ – è˛ËÁÓ [34] 

(2.60)

(2.61)

èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl (2.60), (2.61) ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò (2.17)–(2.20) ‚ Á‡‰‡˜Û Ì‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌ-
Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl (2.3) Ë ÒÓ·ÂÂÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÌÚ˚ ÔË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı ÒÚÂÔÂÌflı Ï‡ÎÓ„Ó Ô‡‡-
ÏÂÚ‡ �. íÓ„‰‡ ÔÂ‚˚Â µ – 1 Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË ÔËÏÛÚ ‚Ë‰ 

(2.62)

(2.63)

„‰Â w0 = u0, ‡ ËÌ‰ÂÍÒ˚ α1, …, αµ – 1 – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ˆÂÎ˚ÏË ˜ËÒÎ‡. ì‡‚ÌÂÌËÂ Ë
„‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË wµ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰ 

(2.64)

(2.65)

ë‡‚ÌÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ (2.62), (2.63) Ò Û‡‚ÌÂÌËflÏË ˆÂÔÓ˜ÍË äÂÎ‰˚¯‡ (2.58) ‰‡ÂÚ
ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ wr ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËflı (2.61) 

(2.66)

ÍÓÚÓ˚Â Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ (2.63). ë ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÙÛÌÍˆËÈ (2.66)
ÔÂÓ·‡ÁÛÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl (2.64), (2.65) Í ‚Ë‰Û 

(2.67)

(2.68)

ìÏÌÓÊ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.67) ÒÍ‡ÎflÌÓ Ì‡ υ0 Ë ÔËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ 

(2.69)

‡ Ú‡ÍÊÂ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó ã‡„‡ÌÊ‡ (2.11), ËÏÂ˛˘ÂÂ Á‰ÂÒ¸ ‚Ë‰ 

(2.70)

λ λ 0 λ1�
1/µ λ2�

2/µ … λµ 1– �
µ 1–( )/µ λµ� …,+ + + + + +=

u u0 w1�
1/µ w2�

2/µ … wµ 1– �
µ 1–( )/µ wµ� …,+ + + + + +=

L0wr
1
σ!
-----Lλ

σ( ) λα1
…λασ

α σ r j–=

∑
σ 1=

r j–

∑
 
 
 

w j, r
j 0=

r 1–

∑– 1 … µ 1–, ,= =

U0wr λα1
…λασ

α σ r j–=

∑
 
 
 

σ 1=

r j–

∑
j 0=

r 1–

∑–=
1
σ!
-----Uλ

σ( )w j, α σ α1 … ασ+ +=

L0wµ L1w0–
1
σ!
-----Lλ

σ( ) λα1
…λασ

α σ µ j–=

∑
σ 1=

µ j–

∑
 
 
 

w j

j 0=

µ 1–

∑–=

U0wµ U1w0– λα1
…λασ

α σ µ j–=

∑
 
 
 

σ 1=

µ j–

∑
j 0=

µ 1–

∑–=
1
σ!
-----Uλ

σ( )w j

wr u j λα1
…λα j

, r
α j r=

∑
j 1=

r

∑ 1 … µ 1–, ,= =

L0wµ L1u0– λ1
µ 1

r!
----Lλ

r( )yµ r–

r 1=

µ

∑– L0u j λα1
…λα j

α j µ=

∑
j 1=

µ 1–

∑+=

U0wµ U1u0– λ1
µ 1

r!
----Uλ

r( )uµ r–

r 1=

µ

∑– U0u j λα1
…λα j

α j µ=

∑
j 1=

µ 1–

∑+=

L0u j υ0,( ) v0*Ṽ0*U0u j+ 0, j 1 … µ 1–, ,= =

L0wµ υ0,( ) v0*Ṽ0*U1u0 λ1
µ 1

r!
----v0*Ṽ0*Uλ

r( )u j r–

r 1=

µ

∑ v0*Ṽ0*U0u j λα1
…λα j

α j µ=

∑
j 1=

µ 1–

∑–+=
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Ì‡È‰ÂÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ λ1 ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËflı (2.60) 

(2.71)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ fl‚Ì‡fl ÙÓÏÛÎ‡, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘‡fl ‡ÒÔ‡‰ Í‡ÚÌ˚ı ëá Ò ˆÂ-
ÔÓ˜ÍÓÈ äÂÎ‰˚¯‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ ‰Îfl ÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚,
‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË Á‡‚ËÒfl˘Ëı ÓÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ Ë fl‚Îfl˛˘ËıÒfl
„Î‡‰ÍËÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ‚ÂÍÚÓ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚. 

3. ÄÌ‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÔËÒ‡ÌËÂ “Ô‡‡‰ÓÍÒ‡ ‰ÂÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË”. ëÙÓÏÛÎËÛÂÏ ÚÂÔÂ¸
Ó·Ó·˘ÂÌÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û Ì‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘Û˛ ÔË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ÛÒ-
ÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ‚flÁÍÓÛÔÛ„Ëı ÒËÒÚÂÏ 

(3.1)

(3.2)

äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ N, D, M ÔÓfl‰Í‡ m Ë Ï‡ÚËˆ˚ UN
‡ÁÏÂÌÓÒÚË m × 2m ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË. éÔÂ‡ÚÓ N(q) Ë Ï‡ÚËˆ‡
UN(q) „Î‡‰ÍÓ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ Ì‡„ÛÁÍË q ≥ 0, ‡ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚
‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ D(k), ÔÓfl‰ÓÍ ÍÓÚÓÓ„Ó ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ m, – „Î‡‰ÍËÂ
ÙÛÌÍˆËË ‚ÂÍÚÓ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË k = (k1, …, kn – 1), ÔË˜ÂÏ
ÔË k = 0 ÓÔÂ‡ÚÓ D(0) = 0. í‡ÍÊÂ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÓÔÂ‡ÚÓ M ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚
ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ Ï‡Î˚ÏË ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ÏË ÒËÎ‡ÏË
(|k| � 1) fl‚ÎflÂÚÒfl Â„ÛÎflÌ˚Ï [34]. 

èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ 

(3.3)

Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ 0 ≤ q < q0 ËÏÂÂÚ ‰ËÒÍÂÚÌ˚È ÒÔÂÍÚ, ÒÓÒÚÓfl˘ËÈ ËÁ ÔÓÒÚ˚ı ˜ËÒÚÓ ÏÌË-
Ï˚ı ëá λ = iω, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÛÒÚÓÈ˜Ë‚‡, ‡ ÔË q = q0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ô‡‡ ‰‚ÛÍ‡ÚÌ˚ı
ëá ±iω0, ω0 > 0 Ò ˆÂÔÓ˜ÍÓÈ äÂÎ‰˚¯‡ ‰ÎËÌ˚ 2 (ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸) [31, 32]. ëÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ‡fl
u0 Ë ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ‡fl u1 ÙÛÌÍˆËË ëá iω0 Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Û‡‚ÌÂÌËflÏ (2.27), (2.28), ÍÓ-
ÚÓ˚Â ÔËÌËÏ‡˛Ú Á‰ÂÒ¸ ‚Ë‰ 

(3.4)

(3.5)

Ç ÒËÎÛ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ë Ï‡ÚËˆ, ‚ıÓ‰fl˘Ëı ‚ Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (3.4), (3.5), ‚˚·ÂÂÏ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ u0 ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ. íÓ„‰‡ ÔËÒÓÂ‰Ë-
ÌÂÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl u1 ·Û‰ÂÚ ˜ËÒÚÓ ÏÌËÏÓÈ. ÇÒÂ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ëá ±iω0, j, ω0, j > 0 ÌÂ‚ÓÁÏÛ-
˘ÂÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÔË q = q0 ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ÔÓÒÚ˚ÏË Ë ˜ËÒÚÓ ÏÌËÏ˚ÏË. ëÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔË ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËË ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÎ (k = 0) Ë q = q0 ÌÂÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì‡fl ÒËÒÚÂÏ‡
Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Ì‡ „‡ÌËˆÂ ÏÂÊ‰Û Ó·Î‡ÒÚflÏË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ë ÙÎ‡ÚÚÂ‡ [31, 32]. 

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ L ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸ÌÓ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó
Ô‡‡ÏÂÚ‡ λ, ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡ L(x), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÙÓÏÛÎÓÈ (2.7), ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(3.6)

äÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Ï‡ÚËˆ M, D Ë N Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï (2.7), Ë ÒÓÒÚÓflÚ
ËÁ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ M, D Ë N Ë Ëı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÔÓ x, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. Ç˚-

·‡‚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÛ˛ Ï‡ÚËˆÛ  ‡ÁÏÂÌÓÒÚË m × 2m, ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (2.9) Ì‡È‰ÂÏ Ï‡Ú-

λ1
µ = 

1
σµ
------ L1u0 υ0,( ) v0*Ṽ0*U1u0+( ), σµ–  = 

1
r!
---- Lλ

r( )uµ r– υ0,( ) v0*Ṽ0*Uλ
r( )uµ r–+( )

r 1=

µ

∑

L λ q k, ,( )u N q( )u λD k( )u λ2Mu+ +≡ 0=

U q k λ, ,( )u UN q( )u≡ 0=

N q( )u λ2Mu+ 0, UN q( )u 0= =

L0u0 N q0( )u0 ω0
2Mu0–≡ 0, U0u0 UN q0( )u0≡ 0= =

N q0( )u1 ω0
2Mu1– 2iω0Mu0, UN q0( )u1– 0= =

L x( ) λ2M x( ) λD x k,( ) N x q,( )+ +=

Ũ
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Ëˆ˚ V Ë  ‡ÁÏÂÌÓÒÚË m × 2m, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ
Á‡‰‡˜Ë Ì‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl. 

ëÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ‡fl υ0 Ë ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ‡fl υ1 ÙÛÌÍˆËË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ-ÒÓÔflÊÂÌÌÓ„Ó ëá – iω0
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Û‡‚ÌÂÌËflÏ Ë „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ 

(3.7)

(3.8)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï‡ÚËˆ˚ U0 Ë  ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â, ‡ Ï‡ÚË˜Ì˚È ÔÓÎËÌÓÏ L(x), Á‡‰‡ÌÌ˚È
Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (3.6), ËÏÂÂÚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚, ÚÓ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÙÓÏÛÎÂ (2.9),

Ï‡ÚËˆ˚ V0 Ë  Ú‡ÍÊÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚, ‡ Ï‡ÚËˆ˚ ( , p0) Ë ( , p0) – ˜ËÒÚÓ

ÏÌËÏ˚Â. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÙÛÌÍˆË˛ υ0 ÏÓÊÌÓ ‚˚·‡Ú¸ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ, ‡ υ1 – ˜ËÒÚÓ
ÏÌËÏÓÈ. 

í‡Í Í‡Í ÙÛÌÍˆËË u0, υ0 ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÏÌÓÊËÚÂÎÂÈ, ‡
u1, υ1 – ‰Ó ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı γ1u0, γ2υ0, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, „‰Â γ1 Ë γ2 fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ÏË
ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË, ÚÓ ‚˚·ÂÂÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË u0, υ0 Ë ˜ËÒÚÓ ÏÌËÏ˚Â ÙÛÌÍˆËË
u1, υ1 Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏ ÌÓÏËÓ‚ÍË Ë ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË 

(3.9)

àÁÛ˜ËÏ, Í‡Í ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÒËÒÚÂÏ˚ (3.1), (3.2) Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÎËÌÂÈÌ˚ı ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ
‚ÂÍÚÓ‡ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ p = (k, q) 

(3.10)

„‰Â ÚÓ˜Í‡ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ÔÓ Ï‡ÎÓÏÛ Ô‡‡ÏÂÚÛ �, ‚˚˜ËÒÎÂÌÌÛ˛ ÔË � = 0.
Ç ÒÎÛ˜‡Â Ó·˘Â„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓÂ ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓÂ ëá ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl fl‰ÓÏ ç¸˛-
ÚÓÌ‡ – è˛ËÁÓ (2.35). èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ÓÔÂ‡ÚÓ L, Á‡‰‡ÌÌ˚È Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (3.1), ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl
(2.41), (2.45) Ë ÔËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÌÓÏËÓ‚ÍË (3.9), ÔÓÎÛ˜ËÏ ÍÓ˝ÙÙËˆË-
ÂÌÚ˚ λ1 Ë λ2 

(3.11)

„‰Â ‚ÂÍÚÓ  = ( , …, ), Û„ÎÓ‚˚Â ÒÍÓ·ÍË Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ

‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ ‚ Rn – 1, ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ f Ë ‰ÂÈÒÚ‚Ë-

ÚÂÎ¸Ì‡fl ÒÍ‡ÎflÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡  ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰ 

(3.12)

‡ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ h Ë ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÍ‡ÎflÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ 
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ‚˚‡ÊÂÌËflÏË 

(3.13)

(3.14)

Ṽ

N* q0( )υ0 ω0
2M*υ0– 0, V0v0 0= =

N* q0( )υ1 ω0
2M*υ1– 2iω0M*υ0, V0v1

∂V

∂λ
-------v0–= =

Ũ0

Ṽ0
∂V

∂λ
------- λ0

∂Ṽ

∂λ
------- λ0

2iω0 Mu1 υ0,( ) 1, 2iω0 Mu1 υ1,( ) Mu0 υ1,( ) Mu1 υ0,( )+ + 0= =

p �( ) p0 �ṗ, � 0≥+=

λ1
2 iω0 f k̇,〈 〉 f̃ q̇, 2λ2–– f ω0h– k̇,〈 〉– ih̃q̇–= =

k̇ k̇1 k̇n 1–

f̃

f r
∂D
∂kr
-------u0 υ0, 

  , f̃
∂N
∂q
-------u0 υ0, 

  v0*Ṽ0*
∂UN

∂q
----------u0, r+ 1 … n 1–, ,= = =

h̃

uhr
∂D
∂kr
-------u1 υ0, 

  ∂D
∂kr
-------u0 υ1, 

  , r+ 1 … n 1–, ,= =

ih̃
∂N
∂q
-------u1 υ0, 

  ∂N
∂q
-------u0 υ1, 

  v0*Ṽ0*
∂UN

∂q
----------u0 v0*Ṽ0*

∂UN

∂q
----------u1 v0*

∂Ṽ

∂λ
------- 

  *∂UN

∂q
----------u0+ + + +=
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í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (3.9)–(3.14) ÔÓÎÛ˜ËÏ 

(3.15)

îÓÏÛÎ‡ (3.15) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËÂ ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓ„Ó ëá iω0 ÔË ËÁÏÂÌÂÌËË Ô‡‡-
ÏÂÚÓ‚ k = (k1, …, kn – 1) Ë q ‚ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÔÓ‰ÍÓÂÌÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÌÂ ‡‚ÌÓ ÌÛÎ˛.
ÖÒÎË k = 0, ÚÓ ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓÂ ëá ‡Ò˘ÂÔÎflÂÚÒfl Ì‡ ‰‚‡ ÔÓÒÚ˚ı ˜ËÒÚÓ ÏÌËÏ˚ı (ÛÒÚÓÈ˜Ë-

‚ÓÒÚ¸), ÂÒÎË (q – q0) > 0. ÅÛ‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl  < 0. íÓ„‰‡ ÒËÒÚÂÏ‡

ÛÒÚÓÈ˜Ë‚‡ ÔË q < q0, Ë ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚‡ ÔË q > q0. ëÎÛ˜‡È  = 0 fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚Ï
Ë ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Á‰ÂÒ¸ ÌÂ ·Û‰ÂÚ. èË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı ‚‡Ë‡ˆËflı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ k Ë
q ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓÂ ëá iω0 ‡Ò˘ÂÔÎflÂÚÒfl ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ ‰‚‡ ÔÓÒÚ˚ı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı, Ó‰-
ÌÓ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ËÏÂÂÚ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ˜‡ÒÚ¸ (ÙÎ‡ÚÚÂ). íÂÏ ÌÂ ÏÂ-
ÌÂÂ, ÂÒÎË 〈f, k〉  = 0 Ë 〈h, k〉  < 0, ÚÓ ÔË q < q0 Í‚‡‰‡ÚÌ˚È ÍÓÂÌ¸ ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (3.15) ˜Ë-
ÒÚÓ ÏÌËÏ˚È, Ë ‰Îfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓÂ ëá iω0 (‡
Ú‡ÍÊÂ –iω0) ‡Ò˘ÂÔÎflÂÚÒfl Ì‡ ‰‚‡ ÔÓÒÚ˚ı Ò ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ˜‡Ò-
ÚflÏË (ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸). 

ÄÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍ‡fl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÒËÒÚÂÏ˚ (3.1), (3.2) ÔË ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËË (3.10) Á‡‚ËÒËÚ
Ú‡ÍÊÂ ÓÚ ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ÔÓÒÚ˚ı ˜ËÒÚÓ ÏÌËÏ˚ı ëá ±iω0, s, ω0, s > 0. Ç˚·ÂÂÏ ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸Ì˚Â ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË u0, s, υ0, s ëá iω0, s Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏ ÌÓ-
ÏËÓ‚ÍË 

(3.16)

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Û‡‚ÌÂÌËflÏË (2.23) Ë (2.26) ÔË‡˘ÂÌËfl ÔÓÒÚ˚ı ëá ±iω0, s ÔË ËÁ-
ÏÂÌÂÌËË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËflÏË 

(3.17)

ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡  Ë ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ gs ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰ 

(3.18)

ÇÂÎË˜ËÌ‡ Reλs < 0 ÔË 〈gs, k〉  > 0.
àÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (3.15), (3.17) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÒËÒÚÂÏ‡ (3.1), (3.2) ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË ÛÒ-

ÚÓÈ˜Ë‚‡ ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ‚‡Ë‡ˆËflı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ k, q, Á‡‰‡ÌÌ˚ı Û‡‚-
ÌÂÌËÂÏ (3.10), ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

(3.19)

ëÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (3.19) ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ, ‚Â‰Û˘Ëı ËÁ ÚÓ˜ÍË p0
‚ Ó·Î‡ÒÚ¸ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, ËÏÂÂÚ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ n – 1 ‚ n-ÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Â Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÒËÒÚÂÏ˚ k1, …, kn – 1, q. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚˚È‰fl ËÁ ÚÓ˜ÍË p0, ÏÓÊÌÓ
‰ÓÒÚË˜¸ ‰Û„Ëı ÚÓ˜ÂÍ Ó·Î‡ÒÚË ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÚÓÎ¸ÍÓ ÒÎÂ‰Ûfl ‚‰ÓÎ¸
ÍË‚˚ı, Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı Í ÔÎÓÒÍÓÒÚË 〈f, k〉  = 0 ‚ ÚÓ˜ÍÂ p0. ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ·ÓÎÂÂ
ÚÓ˜Ì˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ Ó „ÂÓÏÂÚËË Ó·Î‡ÒÚË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË p0 = (0, …,
0, q0), ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚‡Ë‡ˆË˛ ‚ÂÍÚÓ‡ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‚‰ÓÎ¸ „Î‡‰ÍÓÈ ÍË‚ÓÈ 

(3.20)

λ iω0 iω0 f k,〈 〉 f̃ q q0–( )––
1
2
--- f ω0h– k,〈 〉 ih̃ q q0–( )+( )– o p p0–( )+±=

f̃ f̃

f̃

2ω0 s, Mu0 s, υ0 s,,( ) 1=

λ iω0 s,± ig̃s q q0–( ) ω0 s, gs k,〈 〉– o p p0– 2( ), s++− 1 2 …, ,= =

g̃s

g̃s
∂N
∂q
-------u0 s, υ0 s,, 

  v0*Ṽ0*
∂UN

∂q
----------u0 s, , gs r,+

∂D
∂kr
-------u0 s, υ0 s,, 

  , r 1 … n 1–, ,= = =

f k,〈 〉 0, q q0, h k,〈 〉 0, gs k,〈 〉 0, s>< < 1 2 …, ,= =

p �( ) 0

q0

� k̇
0

�
2

2
---- k̇̇

q̇̇
o �

2( )+ + +=
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ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡fl, ˜ÚÓ 

(3.21)

äË‚‡fl (3.20), (3.21) ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì‡ ÓÒË q ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ k, q, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
 ≡ 0. 
äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ λ1 ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËË (2.35), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚È ÔÂ‚˚Ï ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (3.11),

Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ ‚‰ÓÎ¸ ÍË‚ÓÈ (3.20), (3.21). ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓÂ ëá iω0 ‚
˝ÚÓÏ ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‡ÒÔ‡‰‡ÂÚÒfl Ì‡ ‰‚‡ ÔÓÒÚ˚ı, Á‡‚ËÒfl˘Ëı ÎËÌÂÈÌÓ ÓÚ � [34],

(3.22)

äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ λ2 – ÍÓÂÌ¸ Í‚‡‰‡ÚÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (2.55), ÍÓÚÓÓÂ ‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ L Ò
„‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË, Á‡‰‡ÌÌ˚ÏË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË (3.1), (3.2) Ë ‰Îfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı Ë
ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı Û‡‚ÌÂÌËflÏ (3.4), (3.5) Ë (3.7), (3.8),
ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰ 

(3.23)

Ç Û‡‚ÌÂÌËË (3.23) ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ‚ÂÍÚÓ˚ f, h Ë ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ,  ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú-
Òfl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË (3.12)–(3.14), ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ H ËÏÂÂÚ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ 

(3.24)

‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ G ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ 

(3.25)

„‰Â  – Â¯ÂÌËÂ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë 

(3.26)

êÂ¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (3.26) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚ ÒËÎÛ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl ÛÒÎÓ‚Ëfl ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚË, ˝Í‚Ë-
‚‡ÎÂÌÚÌÓ„Ó (3.21). 

èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ fl‚Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl (3.2), (3.21) ÍË‚ÓÈ p(�) Ë ‚˚‡ÊÂÌËÂ (3.22),
Á‡ÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.23) ‚ ‚Ë‰Â 

(3.27)

ì‡‚ÌÂÌËÂ (3.27) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‡ÒÔ‡‰ ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓ„Ó ëá iω0 ÔË Ï‡ÎÓÏ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËË Ô‡-
‡ÏÂÚÓ‚ k Ë q. ÑÎfl ·ÓÎÂÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓ„Ó ËÁÛ˜ÂÌËfl ˝ÚÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡ ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ λ = Reλ +
+ iImλ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.27), ÓÚ‰ÂÎËÏ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Ë ÏÌËÏ˚Â ˜‡ÒÚË Ë, ÔÂÓ·‡ÁÛfl Ëı,
Ì‡È‰ÂÏ 

(3.28)

(3.29)

f k̇,〈 〉 0=

q̇

λ iω0 λ2� o �( )+ +=

λ2
2 λ2ω0 h k̇,〈 〉–

1
2
--- f̃ q̇̇ ω0

2 Gk̇ k̇,〈 〉+ 
  iω0

1
2
--- f k̇̇,〈 〉 Hk̇ k̇,〈 〉+ 

 + + 0=

f̃ h̃

Hrσ
1
2
--- ∂2D

∂kr∂kσ
-----------------u0 υ0, 

  , r σ, 1 … n 1–, ,= =

Gk̇ k̇,〈 〉 k̇r
∂D
∂kr
-------ŵ2 υ0, 

 
r 1=

n 1–

∑=

ŵ2

N q0( )ŵ2 ω0
2Mŵ2– k̇r

∂D
∂kr
-------u0, UN q0( )ŵ0

r 1=

n 1–

∑ 0= =

λ iω0–( )2 ω0 h k,〈 〉 λ iω0–( )– f̃ q q0–( ) ω0
2 Gk k,〈 〉 iω0 f k,〈 〉 Hk k,〈 〉+( )+ + +  = 0

Imλ ω0– Reλ a/2+ +( )2 Imλ ω0– Reλ a/2+ +( )2– 2d–=

Reλ a
2
---+ 

  4
c

a2

4
-----– 

  Reλ a
2
---+ 

  2
+ d2

4
-----=
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(3.30)

„‰Â 

(3.31)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ÒËÒÚÂÏ‡ ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌ‡fl (k = 0). íÓ„‰‡ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-

ÒÚ‚ËË Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (3.31) ‚ÂÎË˜ËÌ˚ a = 0, c = (q – q0), d = 0, Ë Û‡‚ÌÂÌËfl (3.29), (3.3)
ÔËÌËÏ‡˛Ú ‚Ë‰ 

(3.32)

(3.33)

ì‡‚ÌÂÌËfl (3.32), (3.33) ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ÔË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË Ô‡‡ÏÂÚ‡ Ì‡„ÛÁÍË q
‰‚‡ ÔÓÒÚ˚ı ˜ËÒÚÓ ÏÌËÏ˚ı ëá ‰‚ËÊÛÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÏÌËÏÓÈ ÓÒË, ÒÚ‡ÎÍË‚‡˛ÚÒfl ÔË q = q0
Ë Á‡ÚÂÏ ‡ÒıÓ‰flÚÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓÏ Í ÏÌËÏÓÈ ÓÒË Ò Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ
Ô‡˚ ÔÓÒÚ˚ı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ëá (ÙÎ‡ÚÚÂ). í‡ÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ëá ËÁ‚ÂÒÚÌÓ Í‡Í ÒËÎ¸-
ÌÓÂ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ, ÚËÔË˜ÌÓÂ ‰Îfl ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ [22]. í‡ÂÍÚÓËË ëá
ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÔË ËÁÏÂÌÂÌËË Ô‡‡ÏÂÚ‡ q ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ Ì‡ ÙË„. 2 Ë 3 ÚÓÌÍË-
ÏË ÎËÌËflÏË. 

ÖÒÎË k ≠ 0 Ë d ≠ 0, ÚÓ ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚Â Ë „ËÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍËÂ ÒËÎ˚ ‡ÁÛ¯‡˛Ú ÒËÎ¸ÌÓÂ
‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ëá, Ò‰‚Ë„‡fl Ë ‡Ò˘ÂÔÎflfl Ëı Ú‡ÂÍÚÓËË, Í‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ÙË„. 1 Ë 2
ÊËÌ˚ÏË ÎËÌËflÏË. ùÚÓÚ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚È ˝ÙÙÂÍÚ, ËÁ‚ÂÒÚÌ˚È ‚ ÎËÚÂ‡ÚÛÂ ÎË¯¸ ËÁ
˜ËÒÎÂÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËı Á‡‰‡˜ [2, 12], ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl
Û‡‚ÌÂÌËflÏË (3.28)–(3.30). 

Imλ ω0–( )4 c
a2

4
-----– 

  Imλ ω0–( )2– d2

4
-----=

a ω0 h k,〈 〉 , c– f̃ q q0–( ) ω0
2 Gk k,〈 〉 , d+ ω0 f k,〈 〉 Hk k,〈 〉+( )= = =

f̃

q q0: Reλ≤ 0, Imλ ω0 f̃ q q0–( )±= =

q q0: Reλ≥ f̃ q q0–( )– , Imλ± ω0= =

Reλ

q0

qcr

q

ω0 Imλ

d ≠ 0

0

–a/2 q

0

d > 0 d < 0

Imλ

0 Reλ

–a/2 ω0

îË„. 2

Reλ–a/2

qcr

q0

q

0 0

q

ω0 Imλ

d = 0

q
*

q
0

Reλ–a/2 0

Imλ

ω0

q
*

îË„. 3
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Ç Ò‡ÏÓÏ ‰ÂÎÂ, ‰Îfl ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ k ≠ 0 ÔË ËÁÏÂÌÂÌËË Ô‡‡ÏÂÚ‡ q ëá
‰‚ËÊÛÚÒfl Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‚‰ÓÎ¸ ‚ÂÚ‚ÂÈ „ËÔÂ·ÓÎ˚ (3.28), ËÏÂ˛˘ÂÈ ‰‚Â
‡ÒËÏÔÚÓÚ˚ Reλ = –a/2 Ë Imλ = ω0, ‚ÂÎË˜ËÌ‡ a ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ÔÂ‚˚Ï ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (3.31).
ÖÒÎË a > 0, ÚÓ Ó‰ÌÓ ËÁ ‰‚Ûı ëá Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÚÓ„‰‡
Í‡Í ‰Û„ÓÂ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÏÌËÏÛ˛ ÓÒ¸ Ë ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚ Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ ÔË q = qcr(k). í‡ÍËÏ
Ó·‡ÁÓÏ, ÛÒÎÓ‚ËÂ a > 0 ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, 〈h, k〉 < 0 fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ
‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË. ì‡‚ÌÂÌËfl (3.29), (3.30) ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ Ë
ÏÌËÏÛ˛ ˜‡ÒÚË ëá λ Í‡Í ÙÛÌÍˆËË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ q Ë k. îÛÌÍˆËË Reλ(q) Ë Imλ(q) ‰Îfl k ≠ 0
ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ Ì‡ ÙË„. 2 ÊËÌ˚ÏË ÎËÌËflÏË. áÌ‡˜ÂÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚ‡ q, ÔË ÍÓÚÓÓÏ Ó‰ÌÓ ËÁ
ëá ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÏÌËÏÛ˛ ÓÒ¸, ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (3.29), ÂÒÎË ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸ ‚ ÌÂÏ
Reλ = 0. ùÚÓ ‰‡ÂÚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ca2 = d2, ÍÓÚÓÓÂ ÔË Û˜ÂÚÂ fl‚Ì˚ı ‚˚‡ÊÂÌËÈ (3.31)
‰Îfl ‚ÂÎË˜ËÌ a, c, Ë d ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰ 

(3.34)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ó·‡ ëá Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÂÒÎË 

(3.35)

çÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (3.35) ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÍÓÌË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÔÓÎË-
ÌÓÏ‡ (3.27) ËÏÂ˛Ú ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ˜‡ÒÚË, ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Ú‡ÍÊÂ
ËÁ ÍËÚÂËfl ÅËÎ¸ı‡ˆ‡ [38], ÍÓÚÓ˚È fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ÍËÚÂËfl ê‡ÛÒ‡ – ÉÛ‚Ëˆ‡
‰Îfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÔÓÎËÌÓÏÓ‚. 

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ, ÔÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌË˛,  < 0, ÚÓ ËÁ ÙÓÏÛÎ˚ (3.34) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÍËÚË˜ÂÒÍ‡fl
Ì‡„ÛÁÍ‡ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò ‰ËÒÒËÔ‡ˆËÂÈ qcr(k) < q0, ÂÒÎË 〈Gk, k〉 < 0. ç‡ÔÓÚË‚, ÔË 〈Gk, k〉 > 0
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·Î‡ÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl ‚ÂÍÚÓ‡ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ k, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‚ÚÓ˚Ï ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ-
‚ÓÏ (3.35) Ë ÛÒÎÓ‚ËÂÏ 

(3.36)

‚ ÍÓÚÓÓÈ ÍËÚË˜ÂÒÍ‡fl Ì‡„ÛÁÍ‡ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò ‰ËÒÒËÔ‡ˆËÂÈ qcr(k) > q0. 
èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl Reλ = 0 ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.28), Ì‡È‰ÂÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ ̃ ‡ÒÚÓÚ˚ 

(3.37)

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÒÍ‡˜ÓÍ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ Á‡ Ò˜ÂÚ Ï‡ÎÓÈ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË k = �
ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ 

(3.38)

Ç ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ 

ÒËÎ¸ÌÓÂ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ëá ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl ÔË ‚‚Â‰ÂÌËË Ï‡Î˚ı ÒËÎ, Á‡‚ËÒfl˘Ëı ÓÚ ÒÍÓ-
ÓÒÚË (k ≠ 0). Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÙÓÏÛÎ‡ÏË (3.29), (3.3), ÔËÌËÏ‡˛˘ËÏË ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ-
˜‡Â ‚Ë‰ 

(3.39)

qcr k( ) q0
f k,〈 〉 Hk k,〈 〉+( )2

f̃ h k,〈 〉 2
-----------------------------------------------

ω0
2

f̃
------ Gk k,〈 〉–+=

q qcr k( ), h k,〈 〉 0< <

f̃

f k,〈 〉 Hk k,〈 〉+( )2 ω0
2 Gk k,〈 〉 h k,〈 〉 2– 0<

ωcr k( ) Imλcr k( ) ω0
f k,〈 〉 Hk k,〈 〉+

h k,〈 〉
----------------------------------------+= =

k̃

∆ω ω0 ωcr �k̃( )
� 0→
lim–≡ f k̃,〈 〉

h k̃,〈 〉
---------------–=

d ω0 f k,〈 〉 Hk k,〈 〉+( )≡ 0=

q q*: Reλ≤ ω0
h k,〈 〉
2

---------------, Imλ ω0 f̃ q q*–( )±= =
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(3.40)

ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Â ëá λ Ò Reλ = –a/2 ÒËÎ¸ÌÓ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ÔË q = q∗ , „‰Â 

(3.41)

èË ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËË Ô‡‡ÏÂÚ‡ q ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓÂ ëá λ∗  = –a/2 + iω0 ‡Ò˘ÂÔÎfl-
ÂÚÒfl Ì‡ ‰‚‡ ÔÓÒÚ˚ı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ-ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı (ÙË„. 3), ÔË˜ÂÏ Ó‰ÌÓ ËÁ ÌËı ÔÂÂÒÂ-
Í‡ÂÚ ÏÌËÏÛ˛ ÓÒ¸ ÔË ÁÌ‡˜ÂÌËË q = qcr(k), Á‡‰‡ÌÌÓÏ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (3.34). ùÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ
ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰ 

(3.42)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔËıÓ‰ËÏ Í Á‡ÍÎ˛˜ÂÌË˛, ˜ÚÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â d = 0 Ï‡Î˚Â ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚Â ÒË-
Î˚ ÎË¯¸ Ò‰‚Ë„‡˛Ú Í‡ÚËÌÛ ÒËÎ¸ÌÓ„Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ëá Ò ÏÌËÏÓÈ ÓÒË, Í‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡
ÙË„. 3 ‰Îfl a > 0. ä‡Í Ë ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â (d ≠ 0), Ó·‡ ëá Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ ÎÂ‚ÓÈ ÔÓÎÛÔÎÓÒ-
ÍÓÒÚË, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl (3.35). èË ˝ÚÓÏ, Í‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÙÓÏÛÎ (3.42) Ë (3.39),
(3.4), ÌÂÚ ÒÍ‡˜Í‡ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡„ÛÁÍË Ë ˜‡ÒÚÓÚ˚. ÖÒÎË, ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ, 〈Gk, k〉 > 0, ÚÓ, ‚
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (3.42), ÍËÚË˜ÂÒÍ‡fl Ì‡„ÛÁÍ‡ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ÔË Ì‡ÎË˜ËË Ï‡Î˚ı
‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÎ. 

é„‡ÌË˜ËÏÒfl ÒÎÛ˜‡ÂÏ, ÍÓ„‰‡ 

(3.43)

ÓÁÌ‡˜‡˛˘ËÏ, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÔÓÒÚ˚Â ëá ±iω0, s Ò‰‚Ë„‡˛ÚÒfl ÔË Ï‡ÎÓÏ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚
q Ë k ‚ ÎÂ‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÒËÒÚÂÏ˚ (3.1), (3.2)
Á‡‚ËÒËÚ ÎË¯¸ ÓÚ ‡ÒÔ‡‰‡ ‰‚ÛÍ‡ÚÌ˚ı ëá ±iω0. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ qcr(k1, …
…, kn – 1), ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÏ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (3.34) ÔË Ó„‡ÌË˜ÂÌËË, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÏ ‚ÚÓ˚Ï
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ (3.35), fl‚ÎflÂÚÒfl „‡ÌËˆÂÈ Ó·Î‡ÒÚË ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË (3.35) ‚
Ï‡ÎÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË p0 = (0, …, 0, q0). 

îÛÌÍˆËfl qcr(k), Á‡‰‡ÌÌ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (3.34), ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ‡ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÈ Ë ÔÓÎËÌÓÏË-
‡Î¸ÌÓÈ ˜‡ÒÚÂÈ. ê‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÒÓ‰ÂÊËÚ ÎËÌÂÈÌ˚Â ÙÓÏ˚ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í
‚ÂÍÚÓÛ k ‚ ˜ËÒÎËÚÂÎÂ Ë ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎÂ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÙÛÌÍˆËfl qcr(k) ËÏÂÂÚ ÓÒÓ·ÂÌ-
ÌÓÒÚ¸ ‚ ÚÓ˜ÍÂ k = 0, Ë ÍËÚË˜ÂÒÍ‡fl Ì‡„ÛÁÍ‡ Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl n – 1 ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ÌÂ ËÏÂÂÚ
ÔÂ‰ÂÎ‡ ÔË k = (k1, …, kn – 1) → 0. ùÚÓÚ Ù‡ÍÚ ·˚Î ‚ÔÂ‚˚Â ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ ‰Îfl ÍËÚË˜ÂÒ-
ÍÓÈ Ì‡„ÛÁÍË Ï‡flÚÌËÍ‡ ñË„ÎÂ‡ [13, 15] Ë ÓÍ‡Á‡ÎÒfl ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚Ï ‰Îfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı
ÎËÌÂÈÌ˚ı ÌÂÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ Ò ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ò‚Ó·Ó‰˚ [20]. íÂÏ
ÌÂ ÏÂÌÂÂ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚ¸ ˜ËÒÎËÚÂÎfl Ë ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎfl ‡ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ˜‡ÒÚË ÙÛÌÍˆËË qcr(k)

„‡‡ÌÚËÛÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÔÂ‰ÂÎ‡ lim� → 0qcr (� ) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl , Ú‡-

ÍÓ„Ó, ˜ÚÓ 〈h, 〉 ≠ 0. èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl k = �  ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.34), Ì‡È‰ÂÏ fl‚ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ,
‡ÔÔÓÍÒËÏËÛ˛˘ÂÂ ÒÍ‡˜ÓÍ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡„ÛÁÍË Á‡ Ò˜ÂÚ Ï‡Î˚ı ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÎ 

(3.44)

ÖÒÎË 〈f, 〉  = 0, ÚÓ ÒÍ‡˜ÓÍ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡„ÛÁÍË ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ (∆q = 0). ÑÎfl ‰‚ÛÏÂÌÓ-
„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ k = (k1, k2) ˝ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ ‰‡ÂÚ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ k1 Ë k2 

(3.45)

q q*: Reλ≥ ω0
h k,〈 〉
2

--------------- f̃ q q*–( )–± , Imλ ω0= =

q* q0 ω0
2 h k,〈 〉 2 4 Gk k,〈 〉–

4 f̃
-----------------------------------------------+=

qcr k( ) q0

ω0
2

f̃
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ÔË ÍÓÚÓÓÏ Ï‡Î˚Â ÒËÎ˚, Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ ÒÍÓÓÒÚË, ÌÂ ÛÏÂÌ¸¯‡˛Ú ÍËÚË˜ÂÒÍÛ˛ Ì‡„ÛÁ-
ÍÛ. ÇÂÎË˜ËÌ˚ f1, f2 ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÔÂ‚˚Ï ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (3.12). ëËÎ¸Ì‡fl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸
ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡„ÛÁÍË ÓÚ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË ‚ÔÂ‚˚Â ·˚Î‡ ÓÚÏÂ˜ÂÌ‡
Ç.Ç. ÅÓÎÓÚËÌ˚Ï [2, 4]. 

îÛÌÍˆËfl qcr(k), Á‡‰‡ÌÌ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (3.34) ÔË Ó„‡ÌË˜ÂÌËË (3.35), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ „‡-
ÌËˆÛ ÏÂÊ‰Û Ó·Î‡ÒÚflÏË ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ë ÙÎ‡ÚÚÂ‡ ÒËÒÚÂÏ˚ (3.1), (3.2)
‚ n-ÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ k, q. åÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÛÓ‚Ìfl ÙÛÌÍˆËË (3.34) fl‚Îfl˛ÚÒfl
„‡ÌËˆ‡ÏË Ó·Î‡ÒÚË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ k = (k1, …, kn – 1). åÌÓÊÂ-
ÒÚ‚Ó ÛÓ‚Ìfl qcr = q0, „‰Â q0 – ÍËÚË˜ÂÒÍÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚ‡ q ‰Îfl ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓÈ
ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (3.3), ‰‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ 

(3.46)

ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â Â¯ÂÌËfl ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú, ÂÒÎË 〈Gk, k〉  > 0. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ-
˜‡Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó (3.46) Ó„‡ÌË˜Ë‚‡ÂÚ Ó·Î‡ÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl ‚ÂÍÚÓ‡ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‰ËÒÒËÔ‡-
ˆËË (3.36), ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÍËÚË˜ÂÒÍ‡fl Ì‡„ÛÁÍ‡ qcr(k) > q0. Ç ÒÎÛ˜‡Â ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË Ï‡ÚËˆ˚ G ‚ÂÎË˜ËÌ‡ 〈Gk, k〉 , Ë Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.46) ËÏÂÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‰ÂÈ-
ÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ k = 0, ˜ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÒÌËÊÂÌËÂ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡„ÛÁÍË
(‰ÂÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆË˛) ÔË Î˛·˚ı Ï‡Î˚ı k ≠ 0. 

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ‚ÂÍÚÓ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ‰‚Ûı ÍÓÏÔÓ-
ÌÂÌÚ k = (k1, k2). íÓ„‰‡ „‡ÌËˆ‡ Ó·Î‡ÒÚË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏ‡fl ÙÛÌÍˆËÂÈ qcr(k1,
k2), fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ‚ ÚÂıÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ k1, k2, q. ÑÎfl ÚÓ„Ó
˜ÚÓ·˚ ÔÓÌflÚ¸, Í‡Í ÛÒÚÓÂÌ‡ ˝Ú‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, Ì‡È‰ÂÏ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÓÏÛÎ˚ ‰Îfl
ÎËÌËÈ ÛÓ‚Ìfl ÙÛÌÍˆËË qcr(k1, k2) ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ô‡‡-
ÏÂÚÓ‚ k1, k2 ‰Îfl qcr, ·ÎËÁÍËı Í q0.

ëÌ‡˜‡Î‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÎËÌËÈ ÛÓ‚Ìfl ‰Îfl qcr < q0 ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË, ˜ÚÓ
Ó‰ËÌ ËÁ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ k1, k2 – „Î‡‰Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‰Û„Ó„Ó. èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.34)
‡ÁÎÓÊÂÌËÂ 

„‰Â βj – ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â, Ë ÒÓ·Ë‡fl ˜ÎÂÌ˚ ÔË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı ÒÚÂÔÂÌflı kj , ÔÓ-
ÎÛ˜ËÏ ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË 

(3.47)

í‡Í Í‡Í ÔÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌË˛  < 0 Ë qcr < q0, Í‚‡‰‡ÚÌ˚Â ÍÓÌË ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (3.47) –
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl qcr < q0 Ó·Î‡ÒÚ¸ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒ-
ÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË k1, k2 ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË Ó„‡ÌË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ‰‚ÛÏfl ÔflÏ˚-
ÏË, ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÏËÒfl ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, Í‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ÙË„. 4. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ
ÎË¯¸ Ú‡ ˜‡ÒÚ¸ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË qcr(k1, k2), ˜ÚÓ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û 〈h, k〉 < 0,
Ó„‡ÌË˜Ë‚‡ÂÚ Ó·Î‡ÒÚ¸ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË. 

àÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (3.47) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ qcr Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ÎËÌËflÏË, Ó„‡ÌË˜Ë-
‚‡˛˘ËÏË Ó·Î‡ÒÚ¸ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl, Ó·‡˘‡flÒ¸ ‚ ÌÛÎ¸
ÔË qcr = q0. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÂ‚Ó„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl (3.47) ‰‡˛Ú ÎË¯¸ ÓÚÌÓ-
¯ÂÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ k1 Ë k2, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ÂÂ Ò (3.45). èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.46) 
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Ò ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ÏË ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË γj Ë ÒÓ·Ë‡fl ˜ÎÂÌ˚ ÔË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı ÒÚÂÔÂÌflı kj , Ì‡È-
‰ÂÏ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆË˛ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÎËÌËË ÛÓ‚Ìfl qcr = q0 

(3.48)

„‰Â Hrs, Grs (r, s = 1, 2) – ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Ï‡ÚËˆ H Ë G, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËflÏË
(3.24), (3.25). ì‡‚ÌÂÌËÂ (3.48) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‰‚Â ÍË‚˚Â, Í‡Ò‡˛˘ËÂÒfl ‰Û„ ‰Û„‡ ‚ Ì‡˜‡-
ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ k1, k2, Ó·‡ÁÛfl ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÛ˛ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸,
ËÁ‚ÂÒÚÌÛ˛ Í‡Í ÚÓ˜Í‡ ‚ÓÁ‚‡Ú‡ [15]. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔflÏ‡fl ki = –( fj/fi)kj ÌÂ ‚ÒÂ„‰‡ ÎÂ-
ÊËÚ ‚ÌÛÚË ˝ÚÓÈ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË. çÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Ï‡ÚËˆ‡ D(k) – ÎËÌÂÈÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl
Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, ˝Ú‡ ÔflÏ‡fl ‚ÒÂ„‰‡ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ Ó·Î‡ÒÚË ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË
(ÙË„. 4) ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï‡ÚËˆ‡ H, ÒÓÒÚÓfl˘‡fl ËÁ ‚ÚÓ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı Ï‡ÚËˆ˚ D(k) ÔÓ
Ô‡‡ÏÂÚ‡Ï k1 Ë k2, Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸. 

óÚÓ·˚ ËÁÛ˜ËÚ¸ ÎËÌËË ÛÓ‚Ìfl ‰Îfl qcr > q0, ÔÂÂÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.34) ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
Ó·‡ÁÓÏ: 

(3.49)

ÖÒÎË 〈Gk, k〉  > 0, ÚÓ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (3.49), ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÂ ÎËÌËË
ÛÓ‚Ìfl qcr > q0, ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú, ÂÒÎË ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ‰ÍÓÂÌÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ (3.49) ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, 

(3.50)

„‰Â e = k/|k|. ìÒÎÓ‚ËÂ (3.50) ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÎËÌËË ÛÓ‚Ìfl qcr > q0 ÌÂ ÔÓıÓ‰flÚ ˜ÂÂÁ Ì‡-
˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÓÌË Û‰‡ÎÂÌ˚ ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌÓÂ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚ¸˛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (3.5), Í‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ÙË„. 4. 

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓ‡Ì‡ÎËÁËÓ‚‡‚ ÎËÌËË ÛÓ‚Ìfl ÙÛÌÍˆËË qcr(k1, k2), ÏÓÊÌÓ ÛÚ‚ÂÊ-
‰‡Ú¸, ˜ÚÓ „‡ÌËˆ‡ Ó·Î‡ÒÚË ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ
(3.34), ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË (0, 0, q0) ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÚÂı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÒËÒÚÂÏ˚ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓ ‚˚„Îfl‰ËÚ Ú‡Í, Í‡Í ËÁÓ·‡ÊÂÌÓ Ì‡ ÙË„. 5. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ (3.34) ËÏÂÂÚ
ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸ ÚËÔ‡ “ÁÓÌÚËÍ ìËÚÌË” [39] ‚ ÚÓ˜ÍÂ (0, 0, q0). ÇÚÓÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ (3.35) ÓÚÒÂÍ‡ÂÚ

ki

f j

f i
-----k j–

fTH†f ω0 hi f j h j f i–( ) fTG†f±

f i
3

-----------------------------------------------------------------------------k j
2– o k j

2( ), i j,+ 1 2,= =

H† H22 H12–

H21– H11

, G† G22 G12–

G21– G11

= =

f k,〈 〉 Hk k,〈 〉+ h k,〈 〉 f̃ qcr q0–( ) ω0
2 Gk k,〈 〉+±=

k k k,〈 〉
f̃ qcr q0–( )–

ω0
2 Ge e,〈 〉

----------------------------- 0> >≡

k2

k10 qcr < q0

k 2
 = –

(f 1
/f 2

)k 1

qcr = q0 qcr > q0

îË„. 4
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ÔÓÎÓ‚ËÌÛ ÁÓÌÚËÍ‡; ÓÒÚ‡‚¯‡flÒfl ˜‡ÒÚ¸ Ó„‡ÌË˜Ë‚‡ÂÚ Ó·Î‡ÒÚ¸ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë-
‚ÓÒÚË, Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÌÛ˛ Ì‡ ÙË„. 5 ·ÛÍ‚ÓÈ S. àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ ÁÓÌÚËÍ ìËÚÌË – ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸
Ó·˘Â„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËfl „‡ÌËˆ˚ Ó·Î‡ÒÚË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÚÂıÔ‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂ-
Ì˚ı ÌÂÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ, ÓÚ‚Â˜‡˛˘‡fl ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓÏÛ ˜ËÒÚÓ ÏÌËÏÓÏÛ ëá Ò ˆÂÔÓ˜-
ÍÓÈ ÜÓ‰‡Ì‡ ‰ÎËÌ˚ 2 [16, 39]. Ç ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËı ÔËÎÓÊÂÌËflı ˝Ú‡ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸ ·˚Î‡
‚ÔÂ‚˚Â Ì‡È‰ÂÌ‡ Ì‡ „‡ÌËˆÂ Ó·Î‡ÒÚË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ï‡flÚÌËÍ‡ ñË„ÎÂ‡ [14–16]. Ç˚¯Â
ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÁÓÌÚËÍ ìËÚÌË – ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸ „‡ÌËˆ˚ Ó·Î‡ÒÚË ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ-
˜Ë‚ÓÒÚË Ë ‚ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÌÂÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı ‚Ë‰‡ (3.1), (3.2), Á‡‚ËÒfl˘Ëı ÓÚ
ÚÂı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚. 

4. èËÏÂ. ìÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ‚flÁÍÓÛÔÛ„Ó„Ó ÒÚÂÊÌfl. ÇÂÌÂÏÒfl Í Á‡‰‡˜Â (1.1), (1.2) Ó
ÔÓÔÂÂ˜Ì˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËflı ‚ ‚flÁÍÓÈ ÒÂ‰Â ÍÓÌÒÓÎ¸ÌÓ„Ó ÒÚÂÊÌfl ËÁ ‚flÁÍÓÛÔÛ„Ó„Ó Ï‡ÚÂ-
Ë‡Î‡ äÂÎ¸‚ËÌ‡-îÓÈıÚ‡, Ì‡„ÛÊÂÌÌÓ„Ó Ì‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÏ ÍÓÌˆÂ Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ÒÎÂ‰fl-
˘ÂÈ ÒËÎÓÈ q (ÙË„. 6). Ç ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Á‡‰‡˜‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌË˛ Á‡‰‡˜Ë Ì‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl (1.3), (1.4) [7]. å‡ÚËˆ‡ „‡ÌË˜Ì˚ı
ÛÒÎÓ‚ËÈ Á‡‰‡˜Ë (1.3), (1.4) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ 

(4.1)

„‰Â I – Â‰ËÌË˜Ì‡fl, ‡ O – ÌÛÎÂ‚‡fl Ï‡ÚËˆ˚ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË 2 × 2. èÓ ÙÓÏÛÎÂ (2.7) Ì‡È‰ÂÏ 

(4.2)

Ç˚·‡‚ Ï‡ÚËˆÛ  ‚ ‚Ë‰Â 

(4.3)

ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (2.9) ÔÓÎÛ˜ËÏ 

(4.4)

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÙÓÏÛÎ‡ÏË (2.6), (2.15) Á‡‰‡˜‡, ÒÓÔflÊÂÌÌ‡fl Ò Á‡‰‡˜ÂÈ (1.3), (1.4),
ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ 

(4.5)

U I O O O
O O O I

=

L x( ) qJ– 1 ηλ+( )J–

1 ηλ+( )J– O
, J 0 1–

1 0
= =

Ũ

Ũ I O O O
O O O I

=

V O O qJ 1 ηλ+( )J

1 ηλ+( )J– O O O
= , Ṽ qJ 1 ηλ+( )J O O

O O 1 ηλ+( )J– O
=

1 ηλ+( )υxxxx'''' qυxx'' λ
2

µλ+( )υ+ + 0,=

S

0

k2

k1

q

q0
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(4.6)

ëËÒÚÂÏ‡ ·ÂÁ ÚÂÌËfl. èË ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËË ÚÂÌËfl µ = η = 0 ÒÔÂÍÚ Á‡‰‡˜Ë (1.3), (1.4)
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ [2, 36] 

(4.7)

„‰Â 

(4.8)

àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ ÛÔÛ„ËÈ ÒÚÂÊÂÌ¸ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ ‰Îfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÒÎÂ‰fl˘ÂÈ ÒËÎ˚ ËÁ ËÌÚÂ-
‚‡Î‡ 0 ≤ q < q0, „‰Â q0 = 20.05 [21]. èË q = q0 ÒÔÂÍÚ Á‡‰‡˜Ë (4.1), (4.2) – ‰ËÒÍÂÚÌ˚È.
éÌ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ Ô‡˚ ‰‚ÛÍ‡ÚÌ˚ı ëá ±iω0(ω0 = 11.02) Ë ÔÓÒÚ˚ı ëá ±iω0, s, (s = 1, 2,
…), ÔË˜ÂÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÔÓÒÚ˚ı ˜‡ÒÚÓÚ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ 

(4.9)

ÄÒËÏÔÚÓÚËÍ‡ ëá (4.9) ·˚Î‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ‚ ‡·ÓÚÂ [7]. 
Ñ‚ÛÍ‡ÚÌÓÏÛ ëá iω0 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ˆÂÔÓ˜Í‡ äÂÎ‰˚¯‡ ‰ÎËÌ˚ 2, ÒÓÒÚÓfl˘‡fl ËÁ ÒÓ·ÒÚ-

‚ÂÌÌÓÈ Ë ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÈ u0, u1, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı Û‡‚ÌÂÌËflÏ Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË
ÛÒÎÓ‚ËflÏË (1.5), (1.6), ÍÓÚÓ˚Â ÒÎÂ‰Û˛Ú ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (1.3), (1.4) ÔË µ = η = 0. ëÓ·-
ÒÚ‚ÂÌÌ‡fl Ë ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËË ÒÓÔflÊÂÌÌÓ„Ó ëá –iω0 Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Û‡‚ÌÂÌË-
flÏ Ë „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ, ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ËÁ (4.5), (4.6) 

(4.10)

(4.11)

ëî u0, υ0 ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (1.5), (4.10) [36, 37] 

(4.12)

(4.13)

„‰Â 

(4.14)

êÂ¯ÂÌËÂ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1.6) ‰‡ÂÚ ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ u1 [32] 

(4.15)

(4.16)

1 ηλ+( )υxxx''' 1( ) qυx' 1( )+  = 0, 1 ηλ+( )υxx'' 1( ) qυ 1( )+  = 0, υx' 0( ) = 0, υ 0( ) = 0

2ω2 1 a( ) b( )cosch+( ) q q ab a( ) b( )sinsh+( )+ 0=

a q/2– q2/4 ω2++ , b q/2 q2/4 ω2++ , ω2 λ2–= = =

ω0 1, 53.71, ω0 2, 112.4, ω0 3, 191.1 … ω0 s ∞→,, , π2s2 O s( )+= = = =

υ0xxxx'''' q0υ0xx'' ω0
2υ0–+  = 0, υ0 0( ) = υ0x' 0( ) = 0, υ0xx'' 1( ) q0υ0 1( )+  =

=  υ0xxx''' 1( ) q0υ0x' 1( )+  = 0

υ1xxxx'''' q0υ1xx'' ω0
2υ1–+  = 2iω0υ0, υ1 0( ) = υ1x' 0( ) = 0, υ1xx'' 1( ) q0υ1 1( )+  =

=  υ1xxx''' 1( ) q0υ1x' 1( )+  = 0

u0 x( ) ax( )ch bx( )cos– F a bx( )sin b ax( )sh–( )+=

υ0 x( ) ax( )ch bx( )cos– G a bx( )sin b ax( )sh–( )+=

F
a2 a( )ch b2 b( )cos+

ab a a( )sh b b( )sin+( )
------------------------------------------------------, G

b2 a( )ch a2 b( )cos+

b3 a( )sh a3 b( )sin+
-------------------------------------------------= =

u1 x( ) 2iω0
a bx( )sin b ax( )sh F a2 bx( )cos b2 ax( )ch–( )+ +

2ab a2 b2+( )
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------x ––=

– 2iω0

A1 ax( )sh B1 bx( )sin–

2ab a2 b2+( ) a a( )sh b b( )sin+( )2
----------------------------------------------------------------------------------

A1
q

a2
----- b( ) b2 b( )cos a2 a( )ch–( )sin 2ab b( ) a( )shcos+( ) bC+=

B1
q

b2
----- a( ) b2 b( )cos a2 a( )ch–( ) 2ab a( ) b( )sinch–sh( ) aC+=
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äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ F ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ ÔÂ‚˚Ï ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ (4.14). àÁ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (4.11) Ì‡È-
‰ÂÏ ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ υ1 [32] 

(4.17)

(4.18)

äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ G ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ ‚ÚÓ˚Ï ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ (4.14). 
èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Ë ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â Ì‡ „‡ÌËˆÂ

ÏÂÊ‰Û Ó·Î‡ÒÚflÏË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ë ÙÎ‡ÚÚÂ‡ ÛÔÛ„Ó„Ó ÒÚÂÊÌfl ‚ ÚÓ˜ÍÂ µ = η = 0, q = q0,
ÒÎÛÊ‡Ú ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË „‡ÌËˆ˚ Ó·Î‡ÒÚË ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó-
ÒÚË ÒÚÂÊÌfl ÔË µ ≠ 0, η ≠ 0. 

ëËÒÚÂÏ‡ Ò ÚÂÌËÂÏ. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ‚flÁÍÓÛÔÛ„ËÈ ÒÚÂÊÂÌ¸, ÍÓÎÂ·Î˛˘ËÈÒfl ‚
‚flÁÍÓÈ ÒÂ‰Â. àÒÒÎÂ‰ÛÂÏ ‚ÎËflÌËÂ Ï‡ÎÓ„Ó ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó (η ≠ 0) Ë ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó (µ ≠ 0) ÚÂÌËfl
Ì‡ ÔÓÒÚ˚Â ëá ±iω0, s (s = 1, 2, …). èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÔÓÒÚ˚ı ëá ÔË ËÁÏÂÌÂÌËË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚
ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ (3.17), ÔË˜ÂÏ ÔË‡˘ÂÌËÂ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ˜‡ÒÚË ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌ˚ı
ëá ±iω0, s ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓ‡ÏË gs, ÍÓÚÓ˚Â ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (3.18). ÑÎfl
Á‡‰‡˜Ë (1.3), (1.4) ˝ÚË ‚ÂÍÚÓ˚ ÔËÌËÏ‡˛Ú ‚Ë‰ 

(4.19)

ëÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË u0, s, υ0, s ÔÓÒÚ˚ı ëá iω0, s ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ Û‡‚ÌÂÌËflÏË (4.12),
(4.13). èË s → ∞ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ˜‡ÒÚÓÚ˚ ËÏÂ˛Ú ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍÛ (4.9), ‡ ‰Îfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛-
˘Ëı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl [7]: 

(4.20)

ë ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ˜‡ÒÚÓÚ (4.9) Ë ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ (4.12), (4.13),
(4.2) ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (4.19) Ì‡È‰ÂÏ ‚ÂÍÚÓ˚ gs:

(4.21)

(4.22)

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÛÒÎÓ‚ËflÏ (3.19), ‚ÒÂ ÔÓÒÚ˚Â ëá ÒÏÂ˘‡˛ÚÒfl ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ Ï‡ÎÓÈ ‰ËÒÒË-
Ô‡ˆËË ‚ ÎÂ‚Û˛ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚ¸, ÂÒÎË ‚ÒÂ ÒÍ‡ÎflÌ˚Â ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl 〈gs, k〉  > 0 (s = 1, 2, …),
„‰Â ‚ÂÍÚÓ k = (η, µ). àÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (4.21), (4.22) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ˝ÚÓÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚È Ì‡-
·Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÂÌ ‚ÒÂ„Ó ÎË¯¸ ‰‚ÛÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ 

(4.23)

ÓÚ‚Â˜‡˛˘Ëı ÔÂ‰ÂÎÛ lims → ∞gs Ë ‚ÂÍÚÓÛ g1 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔÓ‚Â‰Â-
ÌËÂ ÔÓÒÚ˚ı ëá ÔË Û˜ÂÚÂ Ï‡ÎÓ„Ó ÚÂÌËfl Ë Ëı ‚ÎËflÌËÂ Ì‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ‡ÌÂÂ ÌÂ ‡Ì‡-
ÎËÁËÓ‚‡ÎÓÒ¸. 

íÂÔÂ¸ Ì‡È‰ÂÏ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓÎÛ˜‡˛ÚÒfl ËÁ ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ó ‡Ò-
Ô‡‰Â ‰‚ÛÍ‡ÚÌ˚ı ëá ±iω0. èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó ÓÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË ‰‚Û-

υ0 x( ) 2iω0
a bx( )sin b ax( )sh G a2 bx( )cos b2 ax( )ch–( )+ +

2ab a2 b2+( )
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------x +=

+ 2iω0

A2 ax( )sh B2 bx( )sin–

2ab a2 b2+( ) b3 a( )sh a3 b( )sin+( )
2

---------------------------------------------------------------------------------------

A2 q b( ) 3a2b2 a( )ch a4 b( )cos+( ) 2qab3 a( ) b( )cossh–sin b b2a2C q2 a2 b2+( )+( )+=

B2 2qba3 b( ) a( ) q a( ) 3a2b2 b( )cos b4 a( )ch+( )sh–chsin a b2a2C q2 a2 b2+( )+( )+=

gs
1

2ω0 s,
-------------

u0 sxxxx'''', υ0 s,,( )
u0 s, υ0 s,,( )

-------------------------------- 1, 
 =

υ0 s, sπx( )sin O s 1–( ), υ0 s,+ sπx( )sin O s 1–( )+= =

g1 32.44 0.009,( ), g2 65.03 0.004,( ), g3 104.5 0.003,( ) …,= = =

gs
1
2
--- s2π2 o s2( )+ s 2– π 2– o s 2–( )+,( ), s ∞→=

η 0, µ 3807η–> >
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Í‡ÚÌÓ„Ó ëá (4.12), (4.13) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË (2.34), ÍÓÚÓÓÂ
‰Îfl Á‡‰‡˜Ë (1.3), (1.4) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰ 

(4.24)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ Ë Ï‡ÚËˆ˚ „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ, ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËflÏË (1.3), (4.1), (4.3) Ë (4.4), ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl (3.12)–(3.14) Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl ÛÒ-
ÎÓ‚ËÂ (4.24), Ì‡È‰ÂÏ 

(4.25)

àÁ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÙÓÏÛÎ˚ (4.25) Ë ‚˚‡ÊÂÌËÈ (3.28), (3.31) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÍÎ‡‰ Ï‡ÎÓ-
„Ó ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ÚÂÌËfl Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ µ ‚ ÔË‡˘ÂÌËÂ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ˜‡ÒÚË ‚ÓÁÏÛ-
˘ÂÌÌÓ„Ó ‰‚ÛÍ‡ÚÌÓ„Ó ëá ‡‚ÂÌ –µ/2. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ˝ÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ËÁ‚ÂÒÚÂÌ [4, 12]. 

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‚ ÙÓÏÛÎ˚ (4.25) ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı Ë ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ (4.12),
(4.13) Ë (4.15), (4.17), ÔÓ‰˜ËÌÂÌÌ˚ı ÛÒÎÓ‚ËflÏ (3.9) Ë ‚˚˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÔË q = q0 Ë ω = ω0,
‰‡ÂÚ 

(4.26)

å‡ÚËˆ‡ H ≡ 0, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÔÂ‡ÚÓ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚È Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (1.3), Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ
Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÎËÌÂÈÌÓ. óÚÓ·˚ ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ Ï‡ÚËˆÛ G ÔË ÔÓÏÓ˘Ë Û‡‚ÌÂÌËfl (3.25), ÌÂ-
Ó·ıÓ‰ËÏÓ Â¯ËÚ¸ Í‡Â‚Û˛ Á‡‰‡˜Û (3.26), ËÏÂ˛˘Û˛ Á‰ÂÒ¸ ‚Ë‰

(4.27)

ë‡‚ÌË‚‡fl Í‡Â‚˚Â Á‡‰‡˜Ë (4.27) Ë (1.6), Ì‡È‰ÂÏ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl  = – u1/(2iω0),

(ÙÛÌÍˆËfl u1 ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (4.15)). ì˜ËÚ˚‚‡fl ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ ‡‚ÂÌÒÚ‚Â (3.25),
ÔÓÎÛ˜ËÏ 

(4.28)

u0 υ0,( ) 0=

f̃
u0xx'' υ0,( )

2iω0 u1 υ0,( )
-------------------------------, f1

u0xxxx
'''' υ0,( )

2iω0 u1 υ0,( )
-------------------------------

 
 
 

, h
u0xxxx
'''' υ1,( ) u1xxxx

'''' υ0,( )+

2ω0 u1 υ0,( )
-------------------------------------------------------- 1

ω0
------,

 
 
 

–= = =

f̃ 4.730, f– 94.84 0,( ), h 14.34 0.091,( )–= = =

ŵ2xxxx
'''' q0ŵ2xx

'' ω0
2ŵ2–+ µ̇u0, ŵ2 0( ) ŵ2x

' 0( ) 0, ŵ2xx
'' 1( ) ŵ2xxx

''' 1( ) 0= = = = =

ŵ2 µ̂

G
1

8ω0
2 u1 υ0,( )

-----------------------------
0 u1xxxx

'''' υ0,( )

u1xxxx
'''' υ0,( ) 2 u1 υ0,( )

=

x

u

q

0

30

20

qcr

q0

10
0

0.2 η

µ
5

10
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èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı Ë ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ‚ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (4.28) ‰‡ÂÚ 

(4.29)

ë ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ‚ÂÎË˜ËÌ (4.26), (4.29) ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (3.34) Ì‡È‰ÂÏ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆË˛
ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡„ÛÁÍË Í‡Í ÙÛÌÍˆËË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË 

(4.30)

çÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË 〈h, k〉  < 0 ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÔË ˝ÚÓÏ ‚Ë‰ 

(4.31)

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÓÏÛÎ‡ (4.30) ‰Îfl ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡„ÛÁÍË, Û˜ËÚ˚‚‡-
˛˘‡fl ‚ÎËflÌËÂ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó Ë ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ÚÂÌËfl, ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ‚ÔÂ‚˚Â. îÛÌÍˆËfl ÍËÚË-
˜ÂÒÍÓÈ Ì‡„ÛÁÍË (4.30) ÔË ÛÒÎÓ‚ËË (4.31) ËÁÓ·‡ÊÂÌ‡ Ì‡ ÙË„. 6. 

é·˙Â‰ËÌflfl ÛÒÎÓ‚Ëfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ËÁÛ˜ÂÌËfl ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl
ÔÓÒÚ˚ı Ë ‰‚ÛÍ‡ÚÌ˚ı ëá, Ì‡È‰ÂÏ, ˜ÚÓ ‚flÁÍÓÛÔÛ„ËÈ ÒÚÂÊÂÌ¸ ‚ ‚flÁÍÓÈ ÒÂ‰Â ‡ÒËÏÔ-
ÚÓÚË˜ÂÒÍË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË 

ÔË ‚˚ÔÓÎÌÂÌËË ÚÂı ÛÒÎÓ‚ËÈ 

(4.32)

ÇÂÎË˜ËÌ‡ qcr(η, µ) ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ÙÓÏÛÎÓÈ (4.30). 
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ó·‡ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ÚÂÌËfl ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎËÒ¸ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË, ÔÓ-

ÒÎÂ‰ÌËÂ ‰‚‡ ÛÒÎÓ‚Ëfl (4.32) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛ÚÒfl ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍË. 
ç‡ ÙË„. 7 Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÚÂÌËfl η, µ ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ ÒÂ˜ÂÌËfl Ó·Î‡ÒÚË ‡ÒËÏÔ-

ÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË (4.32) ÔË ‡ÁÌ˚ı q. 
àÁ ÙË„. 6 Ë 7 ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÚÂı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·Î‡ÒÚ¸

‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ò ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸˛ ‚ ÚÓ˜ÍÂ η = 0, µ = 0, q = q0. ùÚ‡ Ó·-
Î‡ÒÚ¸ ÒËÎ¸ÌÓ ‚˚ÚflÌÛÚ‡ ‚‰ÓÎ¸ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓÈ ÓÒË, ÓÚ‚Â˜‡˛˘ÂÈ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÛ ‚ÌÂ¯-
ÌÂ„Ó ÚÂÌËfl µ. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ËÁ ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÎËÌËÈ ÛÓ‚Ìfl „‡ÌËˆ˚ Ó·Î‡ÒÚË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Ó·Î‡ÒÚË ËÁÏÂÌÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÚÂÌËfl, ‚ ÍÓÚÓÓÈ qcr(η, µ) > q0.

G 0 0.247

0.247 0.02
=

qcr η µ,( ) q0
1902η2

14.34η 0.091µ+( )2
------------------------------------------------– 12.68ηµ 0.053µ2+ +=

µ 158.0η–>

η 0, µ 0, q q0= = =

q qcr η µ,( ), η 0, µ 158.0η–> ><

0 0.2 0.4η

4

8
µ

qcr = q0 – 5
0.2 0.4η 0.2 0.4η0 0

qcr = q0 qcr = q0 + 1

îË„. 7
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ùÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‚˚‚Ó‰ Ó· ˝ÙÙÂÍÚÂ ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË ‚flÁÍÓÛÔÛ„Ó„Ó ÒÚÂÊÌfl Ï‡-
Î˚Ï ‚ÌÛÚÂÌÌËÏ Ë ‚ÌÂ¯ÌËÏ ÚÂÌËÂÏ: ÔË Î˛·ÓÏ Ï‡ÎÓÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÂ ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó
ÚÂÌËfl η ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ï‡ÎÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ÚÂÌËfl µ, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı
qcr(η, µ) > q0, Ë ÒËÒÚÂÏ‡ Ò ÚÂÌËÂÏ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚‡. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ˝ÚÓÚ ˝Ù-
ÙÂÍÚ ÌÂ ·˚Î Ó·Ì‡ÛÊÂÌ ‚ ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚Û˛˘Ëı ‡·ÓÚ‡ı ÔÓ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï ÒËÒÚÂÏ‡Ï. 

Ç˚‡ÊÂÌËfl, ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛ˛˘ËÂ ÒÍ‡˜ÓÍ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡„ÛÁÍË Ë ˜‡ÒÚÓÚ˚, ÒÎÂ‰Û-
˛Ú ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (3.38) Ë (3.44) ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚ ÌËı ‚ÂÎË˜ËÌ (4.26) 

(4.33)

á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÔÂ‰ÂÎ‡ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡„ÛÁÍË Ë ˜‡ÒÚÓÚ˚ ÓÚ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÍÓ˝ÙÙËˆË-
ÂÌÚÓ‚ ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó Ë ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ÚÂÌËfl β, ‚˚˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï (4.33) Ë ËÁÓ·‡-
ÊÂÌÌ˚Â Ì‡ ÙË„. 8 ÒÔÎÓ¯Ì˚ÏË ÎËÌËflÏË, ıÓÓ¯Ó ÒÓ„Î‡ÒÛ˛ÚÒfl Ò ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ÏË ‡ÌÂÂ
˜ËÒÎÂÌÌÓ [7], ÍÓÚÓ˚Â ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ Ì‡ ÙË„. 8 Ò‚ÂÚÎ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÚÓ˜-
ÌÓÒÚ¸ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÈ (4.33) Ì‡ËÎÛ˜¯‡fl ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË β = 0. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ÔÂ‰ÂÎ˚
ÍËÚË˜ÂÒÍËı Ì‡„ÛÁÍË Ë ˜‡ÒÚÓÚ˚ ÔË µ = 0 Ë η → 0 ‡‚Ì˚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, qcr = 10.80
Ë ωcr = 4.40, ˜ÚÓ ·ÎËÁÍÓ Í ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ qcr = 10.94 Ë ωcr = 5.40, Ì‡È‰ÂÌÌ˚Ï ˜ËÒÎÂÌÌÓ [7]. 

ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êÓÒÒËÈÒÍÓ„Ó ÙÓÌ‰‡ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı ËÒÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÌËÈ (03-01-00161) Ë ÄÏÂËÍ‡ÌÒÍÓ„Ó ÙÓÌ‰‡ „‡Ê‰‡ÌÒÍËı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ Ë ‡Á‚ËÚËfl
(CRDF-BRHE ‹ Y1-MP-06-19). 
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